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O Les supports des exercices
sont extraits de concours
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Le repére Ry(0,%o,0, Z,) lié au bati

fixe O. Support 2
Le repére R,(Gy x,,.,2,) est lié au
SUPpOI"T 2 avec 8 - (}70, 5/)2) - (3?0,.7?2).

G; : Centre de gravité du solide i

0G1 = X. .7?0

OGZ = X. .72')0 + dl'EO
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Figure 1: Constitution du bras
motorisé de manipulation des

tubes Plat<eau d'accueil des tubes de sang
Liaison Liaison 1/0 Liaison 2/1 | Liaison 3/2
Modele de Glissiere de | Pivot d'axe | Glissiere de
liaison proposé | direction (x,) (G, Zg) direction (z,)
Paramétre x(t) o(t) z(t)

Figure 2 : Schéma cinématique
du bras motorisé

quuIisseuu 1

G3
Support 2 = | -
" v, 0 AVo
X
Ensemble 3 \/fg )
- - X
Gs Zg = 7, \@ > 70

Q°- Déterminer les vecteurs vitesse
des centres G; de gravité par rapport

3 Ry. Fp T




Attraction danse avec Les robots

___Avant-bras (3) Poste d'embarquement

Nacelle (5) et débarquement des

9’35 (4) J volontaures
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Figure 1: Description globale du robot

Chaise (1)

o7

Bati (0)

\§“

Le robot est un systéme a 7 axes (7 degrés de liberté).
Pour notre étude on se limitera a la modélisation définie
par le schéma cinématique de la figure 2.

On note R (0, xy, o, Zy) le repére
galiléen, associé au sol de la
salle de spectacle, appelé bati,
de base By(xy, Yo, Z9). Le point O
est le point d'intersection des
axes des deux liaisons pivots
entre les solides O et 1 et entre
les solides 1 et 2.
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Figure 2 : Schéma cinématique du robot

Q Le repére R;(0,X1,Y1,21) est associé au bras 1 avec
Y = (ZO'Zl) — (yOIyl)

Q Le repére R,(0,x3,Y,,7,) est associé d la nacelle 2
avec o = (3?1, .9_C)2) = (21, 22)

On donne : 04 = L.y, AB = R.%,
Question : Déterminer le vecteur vitesse du

point B de la nacelle 2 dans son mouvement par
rapport au repeére R,. V(B € 2/R,)

Drf



Robot de manutention 5 axes

Solide Paramétrage géométrique et Modele adopté

0 Repére lié Ry(0y, Xg, Yo, Zo)

1 Repere li€ R, (04, %o, Yo, Zo)
L1/0 : liaison glissiere de direction 7,

5 Repére lié R, (03, %5, V2,7,) 0 = (31,¥2) = (X1, %5)
L2/1: liaison pivot d'axe (0, Z;)

3 Repére lié Ry(A, %3,73,75) W = (Xy,%3) = (Z,,75)
L3/2 : liaison pivot d'axe (4, y,)

Données

géomé'l'r'iques : 0001 = A(t)ZO 0102 =da. fo + bé)()

—_—

OZA — h .72')2 02G2 — d.’)?z AG3 == L??3

QI°- Exprimer, dans la base du repere R, le vecteur position
du point G3 , 04Gs.

Q2°- Déterminer, en utilisant la dérivation vectorielle, le
vecteur vitesse V(G5 € 3/0).

Q3°- Donner les torseurs cinématiques des liaisons L3/, L,/,et
Lo {V(3/2)} en A, {V(2/1}en 0, et {V(1/0)}en0; .

9 ' - =
. N7
Q4°- Déterminer, par composition des torseurs
cinématiques, le torseur cinématique au point 0, du
mouvement de 2/0, {V(2/0)}. . En déduire le vecteur
vitesse V(G, € 2/0).
Qb°- Déterminer, par composition des torseurs

cinématiques, le torseur cinématique au point A du
mouvement de 3/0, {V(3/0)} . En déduire le vecteur

vitesse V(G4 € 3/0). @7@/ %
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A‘nnlyse mnguma AU tamntizﬂxta
Graphe de Linisons

O Glissitre de ¢~ \ Fivet d 'axe /'2-'\ Glissiere de 3
:{tra::twﬂixu)\._.) (62,7) N/ direction(Z)
x(t)

Les paramétres géométriques z(t)
Les torseurs

0(t) 0
cinématiques V(2/1)} = {9 ZO} {V(3/2)} = {Z'ZO}VM
v(/0)} = { } 0 Je

X. X

2
VM

v(2/0)} = {x ;0}6 V(3/0)} = {

6.7, }

0 +x xo G,
V(G, € 2/0) = x.%,
V(Gs € 3/0) = V(G, € 3/0) + 2(3/0) A G,G

2

V(G, € 1/0) = x. %,

V(Gs € 3/0) = 2.2, + x. % + (dy + d). 6.7,

Attraction danse avec les ropots

Z, Z Linison pivot Lipsson prvot
AxXe AXe
N ey d 2
'{Pl}l (O,xo) u (0; }’1)
J_[.:n = El 9 > j}’rﬂ J_i}z 5 ui:l
ﬁ(R1/R0) — Eb-fo B . Z
Q(Rz/Rl) = 5}_}1 i) .
- . . e Z
Q(Ry/Ry) = 6.y, + . xg V1 =¥

V(B € 2/0) = dOB =L 45 +R 4
. 'dtle ae*?
0 0

V(B € 2/0) = L.y. Z; + R. (8.2, + 1.siné. y;)

0

afﬁ] = -(_Z)(R1/Ro) ANy = ¢-21
i Ro

-

ale :.(_j(Rz/Ro)/\fz = (5}_}1"‘1/).’)?0)/\22
L RO

= —6.2Z, + 1.sind. y;

Drf



Robot de manutention 5 Axes eNe 17

Qlo- 00G3 == 0001 + 0102 + 0214 + AG3
00G3 = A(t)go + a. .9?0 + bé)o + h. 3?2 + LQ_C)3
X3 = cosy. X, — sinm. Z,

N : ;
K{\ <f9 X, W | 1 7
. / N P

x"-_ = . 3
I::-: 'l:.'\.I I.II r\ D ’} (

f = E 9 \ / ..\"-, w =
g 2 i | e

X, = cosf.X, + sinf. y,

a + h.cosf + L. cosy. cos6
h.sinf + L. cosy. sinf
A(t) + b — L.siny

OpG3 =

()2)013—;0120)

QZO‘ 17(63 € 3/0) - [i 00G3]
dt Ro

. L d d

Dt i x x

d - = -
[d_ xz] = 2(R/Ro) NX;
]

- 022 /\3?2 == 85}2 == (922 +l/)}_/>3)/\.72)3 = H..COSI/).}_/)Z —lpf:g

d R )
[ast = (2(R3/Ry) N X3
0

V(G3 € 3/0) = A(t).Zy + (h + L.cosy). 0.9, — L.p. 2

H.ZO

2/} = { S

04 (ouvM)

V(3/2)} = {"5'6%}

Q

}02 (ouvM€EO0,,Zy)

3°- (B
{V(1/0)} = {Z(t). N }

A

A(0uUVMEA,Y,)
Q4°- Vz/0)}={VE/D}+{v(1/0)}
(6.7 }
V(2/0)f =1 .
/o {A(t)'EO 0, (0uVMEO0,,Z()

V(G, €2/0) =V (0, €2/0) + 02(2/0) A 0,G,

0,G, =d.%, |V(G,€2/0)=0i(t).7 +d.6.7,
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Q5°-  {V(E/0)) ={V(3/2)} +V(Z/D} + {V(1/0)}

V(3/2)} = {"?ﬂ

A(OUVMEA,y,)
6.z
vz/n} = { J’}
0,(0UVMED,,Zy) 0,A = h.X,

V(Ae2/1)=V(0,€2/1)+02(2/1) A0,A

V(A€ 2/1) = h.6.9,

V(2/D) = {heéz; }
6.5, )

0

WV (1/0)} = {i(t).fo

}01 (ouvM)

h. 6.y, + A(t). Z,

{V(3/0)}={ V.32 + 0.7 }
A

V(G; €3/0) = V(A €3/0)+02(3/0) AAGs

0(3/0) ANAGs = (.7, + 6.73) A L. Zs
= L.(=.Z; + 0. cosy). ¥,

V(G5 € 3/0) = A(t).Zy + (h + L.cosy). 6.5, — L.yp. Z3




Systeme { orientation de miroirs

Un systéme de projection sur écran du plafond fait
partie d'un ensemble de cing systémes de projection
utilisés dans des techniques de réalité virtuelle
(figure 1).

Vidéo projecteur

Actionneur

Chassis porteur

Figure 1: systeme de

Support miroir pr'ojec’rion au pleOﬂd

Miroir

Dans cette étude on s'intéressera au systéeme
d'orientation de miroir assurant la projection des
images issues du vidéoprojecteur sur le plafond. La
figure 2 présente son diagramme de blocs internes

(page suivante).. e
wgz L/%
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Q1. A laide du diagramme de blocs internes, compléter
sur la figure R1 du document réponse DRI1 les zones
manquantes des chdihes fonctionnelles du systéeme
d'orientation de miroir.

L'orientation du support de miroir est commandée par un
vérin électrique. La figure 3 présente le schéma
cinématique du mécanisme d'orientation.

Les principaux constituants de ce mécanisme sont :
v Le chassis (0).

v L'ensemble miroir + support (1) : en liaison pivot d'axe
(0,z,) avec le chassis (0).

v Le corps du vérin (3) : en liaison pivot d'axe (B, Z,)
avec le chdssis (0).

v La tige du vérin (2) : en liaison pivot d'axe (B, z;)
avec (1) et en liaison glissiére de direction (x,) avec
(3).

Données géométriques :

0_14)=a..7?1 0_B>=df0+h}_/>0

a =905mm d =1000mm

BA = —A(b). %,
h = 630mm




- translation

orienter

—
| (1]
Ibd [Subsystem] 5.0.M.[S.0.M.] J Consigne Energie Energie
position électrique électrique
1 LY
Information = -
Energie Codeur . image de la Carte de — Commande
_h]élE:cttiquéEh] incréemental = position = commande — =~ Hacheur
moteur
4] (4]
Position
moteur Moteur a L Energie
C.C 7 electrique
Energie
mecanigue
de rotation
1
Energie Energie Energie
) mécanigue . mécanique de : mécanique
Réducteur gz rotation =1 Vis - écrou [ > 5 >Structurea [ [~

— de rotation 4

Figure 2 : Diagramme de blocs internes
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v Le repére Ry (0, Xy, Vo, Zy) est lié au chdssis (0). Ce
repeére est supposé galiléen.

v Lerepere R,(0,x,y,,7;) est lié a 'ensemble (1).

v Lerepere 0 = (xy,x1) = (¥9,¥1) est lié a I'ensemble (1).

v’ Le repére R,(A,x,,y,,2,) est lié a la tige du vérin
électrique (2). On note ¢ = (xy,x,) = (75,¥,) l'angle
de rotation du vérin électrique par rapport au
chassis (0).

Q2. Déterminer la loi entrée/sortie géométrique.

Q3. Déterminer, en utilisant la fermeture cinématique
en A, la loi entrée/sortie cinématique

Figure 3 : Schéma cinématique du mécanisme
d'orientation
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Miroir en
pGSITrn 1
gﬂ‘
Miroir
Mirowr en
position 2

F uonwlod
ap anbuvoauu
arb.Lauy

7y UOD]SUD]
ap snbluvosu
a1b.iauyg

4+ UOPVIOL
ap anbrupoaw
abiauyg

Commande

uoyniol
ap anbjunoaul

abauyg

Acquérir

I.H.M.

anbLijoa)a
a1b.auy

Consigne

position

angulaire

anbuijoa)2
a1biaug

Position
moteur

Alimenter
Secteur
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Transmettre
Consigne Acquérir
position |
angulaire [LH.M.
Traiter. |
Position Acq.uér'.ir' * Cartede _____
moteur o ; commande
Codeur '
Commande Miroir en
position 1
Y
Alimenter Moduler Convertir Transmettre Transmetire Fransmettre Agir
Secteur » HC(Gh-@Uf' > = SRS + ViS' éCf‘OU - ‘S'rr'u.eture > Miroic
Mcc 2 Réducteur| a orienter |
W s w
U Y
5.8 L3 838 v 9 g v g S 288
VS o T 553 558 TES
fﬂ% éﬂﬁ &J§JE &EJEE %%3 5@2 Miroir en
v E ‘E ‘E E £ position 2




Q1. Fermeture géométrique de la chdine 0-1-2-3-0.
OA = OB + BA

= a. .7_6')1 = dQ_C)O + h _')_/)0 - A(t)fz
/%o = a.cos8 = d — A(t).cosg
/Yo = a.sinf = h — A(t).sing

A(t) = \/(d — a.cos0)? + (h — a.sinf)?

La loi entrée/sortie
géométrique

Q2. Détermination de la loi entrée/sortie cinématique :

v(1/0))

Graphe de structure Liaison pivot

(de liaisons) d’axe (O,Z,) 0 7 }
0 1 _ )92
o SToge)
V@E/0) £ g
— {‘pfo} - ‘?’ {V(2/3)} g5
0 )s g & :{ 0 } ti
- ~Ax), 12 T a2
® -2 _

_ {(1)21. Zo}
Liaison glissiére 0 4
Fermeture cinématique (%,)

W(1/0)} = (1/2)} + WV (2/3)} + V(3/0)}
P Q%—V(A,l/O) =V(A,1/2) +V(4,2/3) +V(4,3/0)

Q V(4,1/0) = V(0,1/0) + 2(1/0) A OA
QV(@A,1/2)=0

Q V(4,2/3)=—A(t). %,
Q V(4,3/0) = V(B,3/0) + 2(3/0) ABA

V(A,1/0) = a. 0.9,

V(A,3/0) = —A(t). ¢. ¥,

—A(t). X = A(D). 9,
/%y = —a.0.sin(6 — @) = —A(t)

/Y2 = a.6.cos(8 — @) = —A(t). ¢

a.0.y,

(a.cosf = d — A(t).cos).sinb
(a.sinf = h — A(t).sing). cos6

= A(t).sin(6 — @) = d.sinf — h.cos0

: a _ :
A(t) = m (d.sinf — h.cos0).0
i) = a. (d.sinf — h.cos6) 0

\/(d — a.cos0)? + (h — a.sinf)? '
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Etude d'vn moteur hydraulique

Le mécanisme a came fixe transforme la translation des pistons 3
par rapport au bloc-cylindres 1 en rotation de ce méme bloc-
cylindres 1 par rapport au carter-came O.

Yoh
profil de
rampe

Figure 1

admission et
refoulement

position en
ouvemett

Figure 2

Définition des repéres :

Ry(0y; Xo, Yo, Zo) Repére galiléen lié au carter-came O.
R{(0y; X1,V1,71) Repére lié a l'arbre de sortie et au bloc-cylindres 1.

R,(Gy; X, Y2, Z5) Repére associé d la définition du contact en I.

Définitivn des /vmmmétrzs géamétriiues :

OOGZ = pfl GzB = d. .7?2

Le domaine d'étude mécanique pour lequel I
appartient a larc JK, est défini par 6 €
[6; = 19,9% 6, = 30°]

(550:551) - (}70»}71) =6
X, (X1, %) = (Y1,Y2) = «

X ¥
2 o

‘ _1_.0 - B
1Ij cr
K =
X,
I
G2 S ,
(7} \ :
@)
i — Y
A Carter_came 0 (1/2 lobe) 0




A La ligison 1/0 est pivot d'axe (0, Z)
O La liaison 3/1 est pivot glissant d'axe (G, ;)
Q La ligison 2/3 est pivot d'axe (G5, )

O La ligison 2/0 est linéaire rectiligne de normale
(I,x,) et de direction (1, z,)

Obtectif :
77
Détevmination de la relation entre le parametie

cinématique du déplacement du piston 3 et le parametie
cinématigue de la wotation de Carbire de soxtie 1.

> Le probléme est supposé plan

» On suppose que le galet 2 roule sans glisser sur O en
I

QI°- Etablir la relation entre a et 6 puis montrer que :
1/2
p=L. (cos(ef —-0) - <CLL—§ — sin?(6; — 9)) )

Q2°- Par fermeture cinématique au point G, ,
déterminer la vitesse angulaire 6 en fonction de 6, p,
Qf, L,aet ,0

%jﬂ/wfd ndustrielles poir / Z/Wu'e(///é
7
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Mouvement ' une bille
Une bille de centre de masse G, de rayon r, roule sans glisser

sur un rail circulaire (0) de rayon R dans le plan Ry(0, X, Vg ).

Soit I est le point de contact entre la bille et le rail
circulaire ; (liaison bille /0 ponctuelle en I). la position du
point I sur le rail est repérée par : 6(t) = (xy,%1) = (29,21)

Q(bille/0) = wp. Y,
V(G € bille/0) = v. %,
cinématique de la bille par rapport au rail O ;

F—
< 7x
-7 ' QI1°- En exprimant la condition de

On note {V(bille/0)} ={ } le torseur
G

s roulement sans

O ﬁ ......... _%}_}
- Xo déterminer w, et v , les composantes

glissement en I,

R du torseur cinématique en G de la bille

par rapport au rail O, en fonction de 6,

g dﬁ r et R.

Zo Dyef
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Q1°- Fermeture géométrique

OOB:00G2+GZB = Lff:pfl‘l‘afz

/%1 = L.cos(6; — ) = p + a.cosa

/¥1 = L.sin(0; — 0) = a.sina

(L.cos(6; —6) — p)2 + (L.sin(Hf — 6))2 =

p=L.|cos(0;—6)— (——smz(ef 9))1/2

Q2°- Fermeture cinématique en

V(2/0)} ={V(2/3)} +{Vv(3/D}+{V(1/0)}

(V(1/0)} = {Wl%' Z"}
Dt - H ’

0

V(2/3)} = {WZi' 50}
0 Gy

liaison pivot
Waq.X P
V31 xl G, = . (001 ZO) .
(I, ) liaison liaison
5 5 linéaire _ | pivot
W,00.-X> + W,n0.Z oye
{Vv2/0)} = {vxzo . N vzzo ZO} rectiligne (G2, %1) glissant
y20- Y2 z20-20 ), (I, %)
liaison pivot
Dans le plan (xy) ces @ 7 @
torseur deviennent (G2, 2p)
~ w VA
{V(3/1)}={ 09} {V(Z/O)}—{ 720 0}
V31-X1 c y20 Y2

P
p.

RSG.enI  {(V(2/0)} = {szg'z"}
1

V(G,,2/0) =V(G,,2/3) + V(G,,3/1) + V(G,,1/0)

_R.(Uzo.)_}z = p.')_C)l + p9)71
L.sin(Hf — 9)
- = —tana = —
6 L. cos(Hf — 8) —p

L. cos(Hf — 9) —p
p. L.sin(Hf —0)

6 = —p.
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Mouvement d une bille :

La condition de roulement sans glissement en I
entre la bille et le rail (0) donne :

V(I € bille/0) =0

V(G € bille/0) + Q(bille/0) AGI = 0

v.fl +(Ub.5;0 /\T.Zl = O

/X
1| v+r.wp =0 | wbz_Z
r
V(G € bille/0) = dd%] = R-n.[Z]
0

V(G € bille/0) = (R —1).0.%,

| v=(R-1).6 |

Le schéma dans le
plans devient:

B, . B
c/ /
2, 4,

La chadine cinéma’riqueﬁfermée composée
de la barre 1, la barre 2 et la barre 3, qui
bati O
parallélogramme déformable (A,B;B,A4;),

réalisent avec le un

permet d'assujettir la barra 3 a un
mouvement de translation circulaire par
= 0(3/0) =0

V(P € 3/0)=V(B, €3/0)+02(3/0) APB;

rapport au bati O.

V(P €3/0)=L.6.y,
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Borne escamotable

Le dispositif étudié est un systeme
permettant de limiter ou d'interdire la circulation
dans des zones a acces réservé. Ce dispositif
comporte :

v' Un caisson intégrant la partie opérative, a
savoir une borne motorisée rétractable dans
le sol,

Borne

Caisson
partie ~_
commande

L. Caisson
%7 partie
Cellules . { opérative

photovoltaiques

Un caisson intégrant la partie commande comportant :

» Une platine électronique de gestion,
> une batterie d'alimentation électrique du systéme,

» des cellules photovoltaiques assurant la charge de la

batterie.
Le guidage en translation rectiligne verticale du chariot

supportant la borne par rapport au caisson enterré est
représenté sur la figure 1. Ce guidage est réalisé par 2
colonnes paralléles en prise avec 2 paliers ouverts liés au

chariot supportant la borne.

Afin de limiter les efforts résistants liés aux frottements
dans les guidages en translation du chariot, le constructeur a
choisi de placer un contrepoids qui permet de positionner le
centre de gravité G de la partie mobile liée au chariot a la

distance d de la ligne de référence de la crémaillere.

Dans cette partie, on se propose donc d'étudier la position du
contrepoids permettant de minimiser les pertes par
frottement dans le guidage du chariot 1 et ainsi augmenter

I'autonomie du systeme.
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OG=dx+L3Z

: Bati (erémaillere)
: Chariot

: Vis sans fin

w o = O

: Roue (pignon)

<

Hypotheses :

O On suppose que les résultantes des actions
mécaniques transmissibles par les liaisons
en A et B sont situées respectivement dans
les plans (4, x,7) et (B, x, 7).

O Les frottements ne sont pas négligés dans
les liaisons pivot glissant en A et B
constituant le gquidage du chariot par
rapport au bdti. On prendra un facteur de
frottement f=tan(p) = 0,22. (Ne pas
oublier de préciser les relations entre les
composantes des résultantes des actions
mécaniques en A et en B en se plagant d la
limite du glissement et uniquement pour la

montée du chariot).

Drf
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Q2°- En se plagant a la limite du glissement, appliquer, en O, le

principe fondamental de la statique a I'ensemble E en équilibre. En

O Le poids du chariot et de tous les éléments
embarqués (motoréducteur, borne, etc.) n'est
pas négligé. On considere la masse totale : m =
30 kg et l'accélération de la pesanteur : g = 10

m/s?. G est le centre de gravité de l'ensemble
E.

Q L'action mécanique du contact en C est

modélisée par le torseur :

{T(O N 3)} — {Xog.)? __)a.XOB.Z)}
0 C

Q1°- A partir de l'isolement de I'ensemble (E=1,
2, 3), effectuer le bilan des actions mécaniques
extérieures. Présenter ce bilan a l'aide des
torseurs écrits le plus simplement possible et en

tenant compte des hypothéses ci-dessus.

déduire les équations scalaires utiles pour la résolution.

0 On suppose que les résultantes des actions mécaniques
transmissibles par les ligisons en A et B présentent une
symétrie par rapport au plan

Ligne d’action
de la crémaillére

M

Q3°- Déterminer la composante du

/< Droite de
pression

moment dans les liaisons en A et en
B uniquement dans le cas de Ia

montée du chariot.

Q4°- Déterminer d en fonctionde |, <5

f et a afin d'annuler les moments ¢

transmissibles par les liaisons pivot /

b

glissant en A et en B dans le cas de /

la montée du chariot.

Dt Tl
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Machine-outil
Description et notation
La figure 1 représente le paramétrage du
mécanisme. Les moteurs d'axes sont liés par des

glissieres au bdti Ry, d'axe parallele a z.

Les barres b, , i € [1, ..., 6], sont de méme longueur
et d'extrémités A; et B,. Elles sont lices par des
rotules fant aux moteurs d'axes mot; qua la

platine porte électro-broche.

Les distances des différents points A; a l'axe

(09,7y) sont égales entre elles et constantes Vvt.
Par construction, on a: |A;4;| = |A34,] = |As4s]

De méme, pour toute configuration, on a les
égalités :

Drf

A4, = BB, A3A, = B3B, A4, = BB,

_—

On désigne par v; le vecteur

Les déplacements des

moteurs motj par rapport Platine porte

. , . électrobroche
a Ry sont notés ¢;.z,

L'axe de rotation de l|'électro-

broche est perpendiculaire au

plan de la platine. Les centres

des rotules B,,.., B, sont dans

le plan de la platine. mot,

Q°-1 En négligeant le poids

propre des barres AB,

quelle remarque peut-on V
faire  concernant  leur

figure 1:
Paramétrage du mécanisme
équilibre ?




%{@/m Industriclles  poir [ ingénicur
/7 . N.7 y ) .
%/Zyﬂ Tanger On désigne par Bi{ ‘6 ‘} les coordonnées de l'action de la barre

: : - . , A;B; sur la platine porte électro-broche.
On raisonne sur le dispositif en position centrée

(il y a une symétrie de répartition de position Q°-2 Ecrire les conséquences scalaires de I'équilibre de la
d'angle), les points Ay,.., A, étant dans un méme platine au point 0.
plan perpendiculaire a z;. Q°-3 Quelle condition doivent vérifier les grandeurs q;, b;, c;,

On associe & chaque barre AB; un glisseur {g;} de li, m;, n; pour que les N; soient déterminables ?

coordonnées : (définition de la direction v; et la

position des points Ai) ,
Roboclimber

V_i) = ai.x_o’ + bl%‘l' Ci'Z_O)
0, Roboclimber est un robot géotechnique utilisé pour la consolidation

OpA; AV = li.xg + M. Yo + 1.2
des talus de sols naturels ou des escarpements rocheux au dessus

L'outil exerce sur la platine un torseur de forces des routes ou des zones habitées

extérieures de coordonnées: {F,,} o . B
une unité autonome de forage et de pose des pieux. Il utilise pour se

{Xﬂ + Y.y, + Z.z_o’} mouvoir et assurer son équilibre lors du forage 4 pieds indépendants,
Oo

L.xg+ M.y, + N.z, ainsi que deux cdbles de traction fixés en hauteur.

Dt - H
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Le forage proprement dit consiste a enfoncer
dans le sol ou la roche une succession de tubes
en acier, vissés les uns aux autres, qui
constituent le train de forage. Le premier tube
utilisé se retrouve en téte de train et possede

Doy

une téte perforante.

L'enfoncement de l'ensemble du train est obtenu par laction
conjuguée d'un effort de poussée suivant l'axe de forage et d'un
couple qui met en rotation le train de tubes. Les critéres
géotechniques retenus pour obtenir une plage d'utilisation

optimale sont précisée dans l'extrait du cahier des charges ci-

dessous :

Fonction Criteres Niveaux

Enfoncer les |Force de Pour une pente de 45° : F>10000 N
fubes de poussee Pour une pente de 80° : F>3000 N
forage dans |maxi

la paroi

Problématique : Une des difficultés liées a I'utilisation d'une
plateforme mobile pour réaliser le forage réside dans I'application
de I'effort de poussée qui doit €tre obtenu sans mettre en péril
I'équilibre de la plateforme. On souhaite vérifier que le robot
pourra bien fournir I'effort de poussée préconisé dans le cahier

des charges.
On suppose le robot en équilibre dans la position de la figure 1 (vue

de profil du robot sur la paroi).
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Point d’nncmgaf""f’a

N "
. ‘Paroi -
N |
en .

EDLIPE‘- I

¥% Figure 1 : Paramétrage et vue

Hypothéses : de profil du robot sur la paroi

v' Le probleme est supposé plan, dans le plan de la
figure 1: (G, xo, Zo)

v La pente de la paroi est définie par l'angle
a = (92')0,.9—6')) = (20'2)

Dyt - H

v' Les quatre contacts pied / paroi sont réduits a deux contacts
ponctuelsen AetB,onaAB =d.x etBH=—-d.x+h.zZ .

v Les deux cdbles sont assimilés a un seul, fixé en H au robot et en

K a la paroi : KH = e.X + h.Z ou « e », distance du robot au point
d'ancrage le long de la paroi, sera prise a sa valeur minimale
autorisée e = 2.d.

v Le poids de la plateforme et des fubes est modélisé par le
. {—P.EO
glisseur : S

; } avec P =28000(N) et G tel que
G

R d . .
BG = — E.X + h.z
v' Les contacts pied / paroi sont sans frottement.

v’ L'effort de poussée de la foreuse impose sur le train de tubes

V4 . rd K / . F-E
une réaction du sol modélisée par un glisseur en E : { 5 } . Le
E

point E est défini parB—E) = —%.f —-p.Z .

Question : En considérant [I'équilibre statique de
I'ensemble {plateforme + tubes}, écrire I'équation des
moments au point H. en déduire la condition littérale
sur F pour qu'il n'y ait pas
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Borne escamotable
QI1°- Onisole I'ensemble E
Le B.AME.
O Liaisons pivots glissan‘rﬁ X, L,
entreOet1: {T (O - 1)} _ {YA MA}
0 0/4xyz

{T(Ofl)}={)§s JL\/IIZ}
0 0/pzyz

On suppose que les résultantes des actions
mécaniques transmissibles par les liaisons en A

et B sont situées respectivement dans les plans

(4,%,7) et (B, %, 7). (o 14 )= {){)A 1\2,4}
0 0),
Xz O
{T(OL—B>1)}={OB MB}
B,x,y,Z

Dot I 0 0

Les frottements ne sont pas négligés dans les liaisons pivot
glissant en A et B

Le mouvement du chariot est une translation rectiligne verticale

dans le sens de la montée.
X4 0 LB B Xpg 0
o[t 4] el 4]

TA O f—)—)
) ,yJZ —
T =—1.X
TAz_f'XA B f B

0 0
Q Action de la pesanteur : {T pes - E}= { 0 O}
G

O Action de la crémaillere

Xog2. X —a.Xpx.Z
sur le pignon de 3 : {T(O — 3)} = { 03-+ = %403 }
C

0

On isole I'ensemble E

Q2°-

On applique le P.F.S. {T(E - E)} = {0}

au point O :

fr(o1)}+{r(0%1)} +{rlo~3)}+ {1 (pes—£)} = (0}
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M(O,OL—’>41) =M(A,0L—’>41)+0_A’A§(0L—‘>41)

., LA h . .
M(A,0—>1) + <—§.y)/\(XA.x+TA.Z)

h . h e
= ——TAx‘l‘MAy‘l‘_XAZ

2 2
( h
Xa  —5.Ta
{T(OL—“‘>1)}=<0 M,
h
[ E'XAJof,y,f
M(0,0f1)=M(3,0L—€1)+0_B’/\§ oL—B>1)
( h
Xg  +5.Tp
r)-lo e |
h
T =y Xe),

M(0,0 > 3) = M(C,0 - 3)+ O0CAR(0 > 3)

=04 LZA(Xp3.% — a. Xg3.2) = L. Xp3.y

L Xoa 0
{r(o21)}={ o 1. Xy
—a. Xo3 0 Joizs

M(O,pes - E) = IW(G,peS - E) +0—G)/\§(pes — E)

{T(OL—‘>“1)}={ 8 d.r(r)L.g}

—m.g 0 Josys

Xp +Xa+ Xo3 =0 Q3°- .
0=0

Tg +Ty—a.Xp3—m.g=0 My = Ma = Moy
n h 2.M01 = _(l'XOB + dmg)
—.Tg—=.T, =0

MB+1\ZA+1.X£3+d.m-g—0 Tg + Ty = —f. (Xg + X4)
= Xpg—5.Xg=0 = [ Xo3 = —a-Xo3 =Mm.g
2 2

: [

Q4_ l Z.M == d— .m.
2.Mpy =0 | d= " fra) ™’

f+a
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Q°-2 Equilibre de la platine :

Le P.FS. en Oo s'écrit : {T(Platine — Platine)} = {0}

Q-1

B.AME ({T(Platine = b;)}
_ {ﬁ(Platine - bi)}
0 B

Equilibre de la barre bi : Platine

Liaison
Machine-outil

Liaison rotule
R(Motj - b))

{T(Motj — b;)}

_ {ﬁ(Motj - bl-)}
Dir - 6 A
(Platine — b;) = AR(Motj — b;)

La barre bi est en équilibre sous l'action de deux
glisseurs. Ces deux glisseurs ont :
v La méme direction (droite A;B;)
v La méme horme

v Des sens contraires.

Do/ T

B.AME Ext
R(Ext — Platine
{T(Ext — Platine)} = {_> ( _ ) }
My, (Ext - Platine) o
XX+ Y. Yo+ 7.2
~ \L-Xo + M.y + N.Z)
0
N;.V;
{T(b; » Platine)} = { ‘_,v"}
Barre b1 Barre b6
T(b; —» Platine)} ={—, = N;.{9;
{T(b; )} {OOAi A Ni-ﬁi}oo i-19i}

6
{T(Ext — Platine)} + E{T(bi — Platine)} = {0}

=1

1\700 (b; — Platine) = ﬁAi(bi - Platine) + R(b; - Platine) A 0;4;
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{g } _ 7}) . ai.J_C)O + bi.:)_;o + Ci'EO
l OOA A V; 04 L %o + my Yo + i Z 0,

a;, bi: Ci, li,mi et n;

dépendent des données géométriques (connues)

{T(Ext - Platine)} = {

X.xXg+Y.y0+Z. 2,
L.Xy+ M.y,+ N.Z, o
0

Actions mécaniques extérieures connues
Le T.RS.:

R(Ext — Platine) + z N;.v; = 0
i=1
Le T.MS. en Qo :

MO (b; — Platine) + Z N;. (0,4; A D7) =
i=1

Dt T

Un systéme de six
6 équations statiques

Pour six Inconnues
Statiques (N;)

i=1
6
Z + z Ci - Ni =0 , . . 6

= La resolg’rngn est possible n z n, N,
si les six équations sont

indépendantes
= Si le déterminant de la matrice (6x6) des a;, b;, c;, l;, m; et n;

est différent de O.

i=1

Roboclimber

L'ensemble X ({plate forme étant supposé en équilibre dans le
référentiel terrestre galiléen, le bilan des actions mécaniques étant
fourni dans 1'énoncé, on projette 1'équation du moment statique
appliqué a au point H sur la direction yj.

(HGA—P-Zy+HAAN,-Z+HBANg-Z+HEAF -Z).55 =0

" d :
Condition de non ~p —d Ne—="F=0
décollement enB B~ 0 g e T &l T e

3
F<-.P.
4 F-cosa
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Mécanique du solide indéformable Applications industrielles
Cinétique Dynamique Edition Dunod

Edition ellipse

Dot .
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Pendule simple :

4

XV
On cherche a déterminer I'équation

différentielle de mouvement:

Quantité de mouvement :
m.V(P/R)
Moment cinétique en O :
L,(P/R) = OP Am.V(P/R)

Théoréme de la résultante cinétique : 2(Fgxr) = m.d(P/R)

S d -
Théoréme du moment cinétique en O : XMy(Fgxr) = (a Lo(P/R)>

R

Lo(P/R) =m.d%. 0.7
ﬁo(ﬁd) =0PAmM.g.% = —m.d.g.Sinb.z

Equation de mouvement : —m.d. g.Sinf = m.d?.4

L'équation peut s'écrire sous la forme : C=],0

Le J, défini le moment d'inertie du

point M par rapport & l'axe 0,7 Ja=Jo3 =m.d?

Moment d inertie d une masse ponctuelle :

Par définition le moment d'inertie J,, par rapport a
un axe(4), d'un point matériel de masse m située a
une distance d de (4) est : J, = m.d?
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Le moment d'inertie quantifie la
résistance d'un corps soumis a
une mise en rotation.

0)o 0)o

Ja = M.I?

m Jy =M. L?

Dans le cas d'un corps solide
constitué d'une infinité de points
matériels :
Ja=1pz(S) = jdz.dm

Dot T

On cherche a avoir une expression du
moment d'inertie I,;(S) en fonction

2
des vecteurs OP et % . s Ja(S) = J [PH] .dm
(4) pes

= j[||0_15||.5ina] .dm

PeS
2

_ j[llﬁu.nﬁu.sma] .dm
PEeS

X 2
= [[@r0P) am = [[@n0P].[aA0OP.dm
PES PES

- j 5.[0PA(@AOP)|.dm  Ja(S) =1 j [0P A (i A OP)]. dm
PES PES
On défini l'opérateur d'inertie d'un solide :
Jo(S, 1) = J (WD’/\ (ﬁ/\ﬁ’)).dm
PES
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L'expression du moment d'inertie par rapport a
un axe quelconque devient :

Io5(S) = U.Jo(S, 1)

On considére un repere R(0,X,y,Z) associé au
solide S. La position de tout point P du solide S
est donné par le vecteur

OP=x.%+y.y+z7%

On cherche a appliquer l'opérateur d'inertie au
axes du repére R.

Io2(S) = %.Jo(S,%)
= . J (WJ’/\(:?/\W”)).dm
PES
Jo(S,%) = J(O_ﬁ/\(f/\o_ﬁ)).dm

o f ((mo’)z.z-(ma’.z).mo’>.dm

@E> f CL% Pes
V< //

= j ((x2 + y* +ZZ).J?—x.O_I5).dm

PES

= J((x2 +y?2+z8).x—x2¥—xy.y—x.2.2).dm
PES

= j((yz+zz).f—x.y.37—x.z.2).dm
PES
2 4,2
/!(y + z ).dm\

Jo(S,%) = —jx.y.dm
S

\ —jz.x.dm /
S

En reprenant les mémes étapes on

jo(S, y) et fO(S, Z). On trouve :

Z

<

N
X,

eut déduire

O




2 4 .2
/Sf(y + z ).dm\

IS, =| - Jr x.y.dm
S

\ —Jz.x.dm /

X,¥,Z

Jo(S, ) = f(x2 +z%).dm Jo(S,2) =

XY,z

[ [xzam \

S

—jy.z.dm

S

\!(x2+y2).dm)

X,¥,Z

L'opérateur d'inertie étant lincaire, il est représentable par une matrice, appelée matrice
d'inertie du solide (S) , au point O, dans une base donnée, notée I,(S) (ou I, (S))

L'expression de I'opérateur
d'inertie devient :

]_)O(Srﬁ) —

%JB}M&J I ndustriclles poir [ ingénicur
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/!(yZ + z%).dm —Jx,y.dm —JX.Z.dm \
—SJX-y-dm !(x2+z2).dm —Jy.z.dm
\ —jz.x.dm
S

—jy.z.dm f(xz-l'yz)-dm/

S S

kol
<!

el

Ny
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Opérateur d'inertie d'un solide :

Jo(S,1) = j(mj/\(ﬁ/\ﬁ))).dm
PES

L'opérateur d'inertie étant linéaire, il est
représentable par une matrice, appelée matrice
d'inertie du solide (S) , au point O, dans une

base donnée, notée I,(S) (ou I,(S))
On aura donc : Jo(S,70) = 1,(5).4

Matrice d'inertie .

La matrice d'inertie caractérise la
répartition de la masse d'un solide (S) par
rapport aux AXES et aux PLANS d'un
repere lié au solide.

Jo($, ) Jo(8,3)  Jo(S, 2
D 4
[ —E -D C /@y
O : un point du solide ‘

Une base liée au solide
La matrice d'inertie du solide (S) caractérise :

O La répartition de la masse du solide (S) par
rapport aux AXES d'un repere lié au solide.

> Les moments d'inertie A, Bet C

O La répartition de la masse du solide (S) par
rapport aux PLANS d'un repere lié au solide.

> Les produits d'inertie D, E et F
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Les moments d'inertie :

—

OP=x.X+y.y+zZ

A=1,,(05 = j(y2 +z%).dm
S

B =1Ip,,(S) = j(x2 +z%).dm
S

C=1y,(5) = f(x2 + y%).dm
S

Les produits d'inertie :

D = IO)/Z = fyde
S

E=1y, = fz.x.dm
S

F=lpyy = jx.y.dm

Dot

(Shienees I ncustriclles peur Lingeiviewr  Tnfluence des symétries matérielles :

——> Symétrie géométrique &

» Symétrie de répartition de masse

On suppose qu' un solide (S) admet un seul plan de symétrie matérielle.

Plan de symétrie : (0, %,7)

D = fy.z.dm
PES

P,€S,

D = fyPl-ZPrdm_" Jyp1-(—ZP1)-dm =0 ..

J ypl.Zpl.dm‘l' f sz-sz-dm

- -

y
-
P,ES, ,-f,
Xp1 = Xp2
A —FO0
[,L(S)=|-FBO Yp1 = Yp2
0 0 aya Zp2 = —Zp1
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Symétrie de révolution :

Les produits d'inertie qui font apparditre dans
leur expression, la coordonnée correspondant a la
normale au plan de symétrie sont nuls.

L'axe perpendiculaire au plan de symétrie est un
axe principal d'inertie.

’ . . A _FO
Plan de symétrie : I,(S) = (—F B 0)
(0,%,9) 0 0C/@&z32
Plan de symétrie : A 0—E
IR 10(5)=<030>
0,x,z
( ) —EO0 C /(zy2)
Plan de symétrie : A0 0
I,($)=|0B -D
(0,y,2) 0-D € /(x5

Si on suppose que deux plans du repere
R(0,%,y,7) sont des plans de symétrie matérielle
alors la matrice est diagonale.

Do/ W

Solide de révolution : Volume engendré par
rotation d'une surface plane autour d'un
axe dit de révolution.
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Symétrie de révolution :

» L'intersection d'un solide de révolution avec
un plan perpendiculaire a I'axe de révolution :
DISQUE d'épaisseur négligeable.

» 3 Pplan per'p,endicqlair'e a
| I'axe de révolution

On montre que : (voir page 10)

Vo (10(5)),3,37,2 - (IO(S))fl V1.2

A0O
I,(S) = 040
00C/ (--3

» Tout plan contenant I'axe de révolution est
un plan de symétrie.

La forme de la matrice
d'inertie d'un solide de
révolution d'axe (0,2)
devient :

» Si un solide admet un axe de symétrie de

On montre que : j x?.dm = y .dm .
(voir page 11)  pis PES ( ]z dm)
f(x +z%).dm = J(y + z%).dm ’

S —>| B=A

Dot Tl

révolution pour sa distribution de masse,
alors tout triedre orthogonal incluant |'axe
de révolution, est friedre principal
d'inertie

C/C . La matrice d'inertie d'un solide de révolution est :

O Diagonale.

d son moment d'inertie / a laxe de
révolution est différent des deux autres.

Q tout triedre orthogonal incluant |'axe de
révolution, est triedre principal d'inertie
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A'00
/ Puisque l'axe (0,7) est _ /
%jsz Tanger un axe de révolution [ lo(S) = (OA O)
A (0 _}) A (0 _)) 0 OC (.7?1,371,2)
xe (U, x xe (U, I _ —
) 2 A = 1p5,(S) =27
Io(S) = <OBO> Io(S) = <OBO> Lio5)(S) = y1.Up(S). 1)
00B/ (z- 004/ —5-
A0O p AO0O —Sin6
Axe (0.7) o) = (0 A 0) 1 = 5..[ | 040 | coso
00C/(--3 | a 00C/ z32 0 /@52

— y
Expression du moment d'inertie par rapport //~ )_:..:ﬁ""’..e?:?_}
d un axe quelconque : J4(S) = . ], (S, 1) \M_?,_i.____’_,,/ 7
/

2 /e
[ I(O,z_j)(S) = 1. (10(5).17) ]
On montre que pour un solide de révolution
d'axe (0,%): o
On donne : (lo (S))flf’»f = (lo (S))fﬁpf
(AO O)
I,(S) =| 040
Iioan(S) =A
00/ 355 PO

Dy H

—Siné —A.Sin6
= | Cos6 .|\ A.Cos6@
0 /@32 0 (%5,7)

= A.Sin%0 + A.Cos?6
—>

1(0,92’1)(5) = J_5)1- (10 (S) J_5)1)

En reprenant les mémes
étapes on peut déduire

Lioy)(S) =4

Ioz)(S) =A




@@‘m@%ﬂ adl%’e//eé/éa(m/ inqgeniewr La matrice d'inertie au point G, centre d'inertie du
%jz 6%@%@% solide (S) étant connue on cherche a déterminer la

matrice d'inertie en un point O quelconque.

On montre que : j X2 . dm = J y2.dm 4 _F _
; ’ "\ 46 = (y:% + z;%).dm
Pes Pes ]G(S) =| —Fg B, —D, G = V1 19).
J(xz _ yZ)_dm = 0. j(xz — yz). ds _EG _DG CG 252 PES
PeS PES

Avec les coordonnées polaires

= a.]((r. cosf)? — (r.sin@)?).r.dr.d6o —-E, -D, C, ).! . Pes
x’y'
p 2m ‘
_ 3 20 _ «in2 _
_a.fo r.dr. 0 (cos“0 — sin“0).dO = 0 Ay = j(()’l _I_yG)z + (2, +ZG)2).dm
PeS

Changement de point :
Théoreme de Huygens :

15(5) >Id9

0—G> = xG.£+yG.}_/)+ZG.E

= j(ylz + z.4).dm + 2-[3’1-3’6 .dm

+ 2.jzl.zG.dm+j(yG2 + z:%).dm

9 =AG+2.yG.jy1.dm+2.zG.le.dm

@;0//% Gp=x1.£+y1.5/)+21.2 +m.(yG2+ZG2)

=W

OP=x.3+v.y+22 3
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La position du centre d'inertie
G est défini par :

\_

Io(S) = 1) + m.| —(xg.y5) (x§ + 2&)

\
—(xg. 26)
—(Ve-2¢)
—(x6.26) —(g.26) (x¢+Y§) (5.2)

yé +2z8) —(xg.¥¢)

(Voir page 13) VA. m. AG = fAP.dm

jyl.dmz fﬁ.f/.dm

=<jG_P’.dm>.§

[ AO :AG + m. (yGZ +ZG2) ]

Cas particulier :

jG_ﬁ.dmzfi

En reprenant les mémes étapes on peut déduire

QOZAG-I_m(yé-I_Zg) DO:DG‘I'm.yG.ZG

Bo = Bg +m.(x(2;+Z(2;) Eo =E; +m.x;.z¢

Co=Cq+m.(x2+y2)

\_
Do/ T

FO = FG + m.xG.ij

Rappel:

Modélisation locale :

g: Représente l'accélération
de la pesanteur. R
fulpes>S) =g

U dl_éM(pes—>S) = fM(pes—>S).dm
U d1\7I)A(pes—>S) = mAfM(peS%S).dm

Torseur de |'action de la pesanteur :

(rpes—5)) = { Rpes—s) }

MA(P‘«’S _>5)

M,(pes—>S) = J AM A §G.dm

R(pes—S) = Jﬁ.dm ‘
MES

MEeS
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l_f(pes—>5)= jﬁ.dm=§. jdm=m.§

. MeS
MA('pes—>S)= JAM/\j.dm= JAM.dm Ag

}_?)(pes—>5).1\7I>A (pes—>5) =0

Le torseur {T(pes—>5)} est glisseur = 3 un point,
qu'on note G, tel que M (pes —>S) =0

M)G(pes—nS‘): jW/\j.dm= jW.dm Ag=0

MEeS MEeS

= fc—M’.dmza

A est un point
quelconque

Dot W

MEeS

ol

jﬂ).dm+ jm.dm=

MEeS MES

_4C. jdm+ ]mdmza
MES MES

[m.TG= fﬁw’ dm]
MEeS

Dans le cas d'un ensemble de n solides la position du
centre d'inertie G est défini par :

4 )
i=n i=n
:E:Tni .Zzg;== 7niJZE§
i=1 i=1

\_ J

Principe de conservation de la masse :

On admet que la masse est une grandeur
indépendante du temps :

vVt m(2) = constante
On peut écrire, compte tenu de ce principe

d - d .
7 ff(P,t).dm]z ja[f(P,t)].dm

pPex PeX

avec f(P,t) un champs de vecteur défini, en tout
point du systéme matériel (2) et a chaque instant
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Pour un point matériel M de masse m en
mouvement par rapport a un repere R :

Quantité de mouvement :
Moment cinétique en A :

L,(M/R) = AM Am.V(M/R)
Torseur cinétique :

m.V(M/R)

Soit un solide (S) de masse m, de centre
d'inertie G, en mouvement par rapport a
un repere R.

Le torseur cinétique du solide (S) dans
son mouvement par rapport au repére R
est, en un point A quelconque, le torseur

suivant: 7 (S/R)
_ C
(C(S/R)} = {5_ s R)}A

Résultante cinétique :
(Quantité de mouvement)

R-(S/R) = J V(M/R).dm
Pt Q% MES

Moment cinétique d'un solide : &(4,S/R) = f AM AV(M/R).dm

MEeS
La position du centre d'inertie 6 m.0G = J OM .dm
(O point fixe dans R)

MES
Conséquence du principe de conservation de la masse

da d SN .,
—m.0G| =|— jOM.dm = —OM| .dm
dt dt dt o
R MES R s

R-(S/R) = Jf V(M/R).dm
MEeS

[ R-(S/R) = m.V(G/R) ]

G(A,S/R) = Jf AM AV (M/R).dm

MES M point appartenant naturellement
au solide (S) V(M/R) = V(M € S/R)

V(M/R) =V(M € S/R) =V(A€S/R) +2(S/R) AAM

G(A,S/R) = ijV(AES/R).dm+ jm/\(ﬁ(S/R)/\m).dm
MEeS MEeS
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Opérateur d'inertie :

Ja(5.4(s/R)) = jm’/\(ﬁ(sm)/\m).dm
MEeS

d(A,S/R)

- < j W.dm> AV(AES/R) +], (S,ﬁ(S/R))
MEeS

T (S,ﬁ(S/R)) — I1(4,5).3(S/R)

{D(S/R)} = {9

Résultante dynamique :

(Quantité d'accélération)

Moment dynamique d'un solide :

R (S/R) = j I'(M/R).dm

MEeS

5(4,S/R) = j AM AF(M/R).dm

Résultante dynamique :

d d
[8'(A, S/R) = m.AG AV(A € S/R) + I(4, S).fz’(S/R)] [Em- V(G/R)] = |7
4 R

v
V. Vitesse dupoint Alica s

Torseur dynamique :

Le torseur cinétique du solide (S) dans
son mouvement par rapport au repére R
est, en un point A quelconque, le torseur
suivant:

MEeS

j V(M/R). dm-

MEeS 15

d -
MES

R;(S/R) = m.['(G/R)
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Relation entre le Moment cinétique et le
moment dynamique d'un solide :

d d .
[aam, S/R)L - Jﬁ (% AV(M/R)) . dm

(d — o
= | —-|AM] AV (M/R).dm

MES

. d
[ A /\E[V(M/R)]R.dm
MeS

_|_

—

d S T— -
= Jra[AM]R/\V(M/R).dm
MeS
(— d o

AM A — [V(M/R)],.dm

MEeS

_|_

—

Do W

d d . d — - .
E[AM]R — _%[OA]R + E[OM]R = —V(4/R) + V(M /R)

= j (—V(A/R))AV(M/R).dm+ f AM AT (M/R) .dm
MEeS MEeS

= —V(A/R) A f (V(M/R).dm) + 5(A,S/R)
MeS

[%5-(,4, S /R)] = —V(4/R) Am.V(G/R) + 5(4,S/R)
R

[ 5(4,S/R) = [% G(A, S/R)] +m.V(A/R) AV (G /R)]
R
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Pour un point matériel M de masse m en
mouvement par rapport a un repéere R :

Energie cinétique : 1

— 2
Ec(M/R) = .m. (V(M/R))

Energie cinétique :

L'énergie cinétique du solide (S) dans
son mouvement par rapport au repére R
est le scalaire suivant :

1 .
T(S/R) =5 j (V(M/R))z.dm
MES
V(M/R) = V(M € S/R)
=V(A €S/R) +02(S/R) N AM

Produit mixte :
permutation circulaire

f I7(M/R).dm>.l7(AES/R)+ j ﬁ(S/R).(mAV(M/R)).dm

MEeS

U(VAW)=W.(UAV)=V.(WAT)

< c(S/R).V(A € S/R) + 1(S/R). j AM/\V(M/R)) dm>
MeS

T(S/R) = %(ﬁC(S/R). V(A €S/R) +0(S/R).G(A, S/R))

T(S/R) = {RC(S/R)} { 2(s/R) }
2(64,8/R)), Waes/R)),

[T(S/R) = ~{C(s/R)} {V<S/R>}]

T(S/R) =% J V(M/R).V(A € S/R).dm + j V(M/R).(2(S/R) AAM).dm

yof - \Mes




@é&&/z&% Industriclles  pour [ ingéniaur

@yg q%cl 7
Torseur cinetique : (C(S/R)} = ﬁc (S/R)
Résultante cinétique : 0(A,S/R)),

R-(S/R) =m.V(G/R)
(1)

Moment cinétique d'un solide :

Caractéristiques

| | d'inertie
G(A,S/R) =m.AG AV(A € S/R) +1(4,5).2(S/R)
Elts Torseur cinématique l |

(2)  G(B,S/R) = ¢(A,S/R) + R:(S/R) A AB

Q La matrice d'inertie du solide (S) est constante si le
point A est un point du solide (S).

O Pour obtenir le moment cinétique du solide (S), en un
point B qui n'est pas lié au solide (S), il suffit d'appliquer
la relation de changement de point du moment cinétique

(2).

v Dans le cas ol on utilise la relation (1), il ne
faut pas utiliser la dérivation vectorielle pour

le calcul du vecteur vitesse V(B € S/R).

Q Le torseur cinétique pour un systeme matériel (2)
constitué de n solides :

(CG/RY = ) {CSi/R)

O L'expression du moment cinétigue en fonction des
moment et des produits dinertie est applicable
uniquement a un solide.

O Avant de multiplier deux matrices, vérifier qu'elles sont
bien exprimées dans la méme base. .
1(A4,5).2(S/R)

v Il est conseillé d'exprimer le vecteur
rotation dans la méme base que la
matrice d'inertie.

Do - TH

Torseur dynamique : R, (S/R
y o (s/ry = | RSB
ésultante dynamique : 6(A,S/R)) ,

R;(S/R) = m.['(G/R)

Moment dynamique d'un solide :

5(A,S/R) = [—G(A S/R)] +m.V(A/R) AV(G/R)
5(B,S/R) = 8(A,S/R) + B,(S/R) A AB
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v' La matrice d'inertie au point G est nulle (I1;(2) = (0)).
v Le moment cinétique au point G est nul 6(G,%/R) = 0.

d Pour calculer par exemple u. [55(A,S/R)]R , il est
pratiquement toujours plus simple d'utiliser :

il Lo s/ =L (icas/R il 6
u.[aa( ,S/ )L—a(u.a( ,S/ ))—lau .0(4,S/R)

R

Q Le tforseur dynamique pour un systeme matériel (2)
constitué de n solides :

DE/R)} =

{D(S;/R)}
5(4,S;/R) = =1
1

0 6(4,5/R) = zn

i=

2 < (A, S; /R)] + M;.V(A/R) AV(G; /R)>
=1 K

v Vecteur vitesse du point géométrique A
indépendant des solides (S;).

v Il est conseille dutiliser
vectorielle.

O Si on suppose la masse de l'ensemble matériel (Z2)
concentrée en centre d'inertie G, I'ensemble matériel (X)
est assimilée a une masse ponctuelle (géométrie

la dérivation

v Le moment dynamique au point G est nul 5(G,%/R) = 0.

O Le torseur dynamique au point G s'écrit
DE/R) = {Rd(g/ R)}
G

Q Pour calculer le moment dynamique en un point
quelconque A : 6(A,S/R) = m.I'(G/R) A GA.

n
Calcul des énergies cinétiques T(X/R) = z T(S;/R)
i=1

T(S/R) = 5 WV (S/RC(S/R))

Proposition : pour le choix du point de calcul, prendre
celui de la matrice d'inertie ou celui du moment d'inertie.

(Si ] est le moment d'inertie par rapport a l'axe (4, X)
alors par définition . .
P J = L4(S) = % (I4(5). %)

Ou si la matrice est connue en A, l'expression de
I'énergie cinétique du solide S;/R devient
T(iz/R)

négligeable). P, f

= 3 (VGRG0 + 55/ R).54,51/)

B




