Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique

Exercice de rappel sur la cinématique et la statique des solides

Echelle Pivotante Automatique a commande Séquentielle

Une E.P.A.S. est une Echelle Pivotante Automatique a commande Séquentielle.

Ce systéme concu et commercialisé par la société CAMIVA est monté sur le chassis d'un
camion de pompiers et permet de déplacer une plate-forme pouvant recevoir deux
personnes et un brancard le plus rapidement possible et en toute sécurité.
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Figure 1 : Diagramme de contexte
Le déplacement de la plate-forme est réalisé suivant trois axes : voir figure 2
e Le déploiement du parc échelle (axe 1) : Chaque plan de ’échelle peut se
translater par rapport aux autres ; seul le quatriéme plan d’échelle est
solidaire du berceau.
e Le pivotement autour de 'axe Y (axe 2) : La tourelle 1 peut pivoter par rapport
au chassis autour d’'un axe vertical.
e La rotation autour de 'axe Z (axe 3) : Le berceau peut tourner par rapport a la
tourelle 2 autour d’'un axe horizontal.
Un systéme de sécurité peut, a tout moment, stopper le déplacement de la plate-forme
s’il y a un risque de basculement du camion porteur :
Des capteurs d’efforts placés sur le parc échelle permettent de tenir compte de la charge
dans la plate-forme.
Des capteurs de position sur les trois axes permettent de définir la position de la plate-
forme.
Des capteurs inductifs détectent la position de sortie des stabilisateurs.
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Figure 2
ETUDE DE L’AXE 3

Le systéme de dressage/abaissement réalise la rotation de la plate-forme autour d’un
axe horizontal Z.

On propose le paramétrage sur le systéme de la figure 3 puis sur le schéma cinématique
de la figure 4.

PLATE-FORME (6)

y3 40

“\v.:

PARC ECHELLE (5)

CYLINDRE VERIN (4)

TIGE VERIN (3)

CHASSIS (0)

Figure 3
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PLATE-FORME (6)

PARC ECHELLE (5)

CYLINDRE VERIN (4)

TIGE VERIN (3)
)_(3
> X,
Oo B Figure 4 : Schéma cinématique
CHASSIS (0)

Paramétrage :

Le repére R, =(0y.%,.Vo.Z,) €st lié au chassis fixe (0), avec : O,A=a-J, et O,B=b-%,.

Le repére R; =(A %, ys,7,) est lié a ’'ensemble parc échelle (5), avec : ()?o,)?s) =(Y,,¥5)=6 ;
OA = dXS;E:c-XS : AD=H-%.

Le repére R, =(B,%,s,7,) est lié a la tige du vérin (3), avec: BC = y(t)- V,; (%, %) = (o, ¥5) = 3 -
Les liaisons aux points A, B et C sont des liaisons pivots d’axe Z, .

Le cylindre creux du vérin (4) est en liaison pivot glissant d’axe (C,,) avec la tige (3).

La plate forme (6) de centre d’inertie Gy est en liaison pivot d’axe (D, Z,) avec le parc-

échelle (5) : DG, = X%, + Yo ¥,
On tiendra compte dans cette partie du fait que la plate-forme reste toujours horizontale.

Partie I : Etude Cinématique

Notation préconisée : On utilisera ’écriture suivante pour les torseurs cinématiques du

mouvement du solide j par rapport au solide i : {V(j/i)} = {\7(?/'(]/ I_)/_)}
e jl)j,

Questions :
Q1. Tracer les figures planes de calcul.

Q2. Ecrire au point A le torseur cinématique {9(5/ 0)} .» buis déduire au point O le

torseur cinématique : {9(5/0)}, .
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Q3. Calculer le vecteur vitesse : V(D €5/ R,) -

Q4. Quelle est la nature de mouvement de la plate forme (6) par rapport au chassis (0).
Q5. En déduire le vecteur vitesse : \7(GP €6/Ry).

Q6. Calculer le vecteur vitesse : V(C €3/R,) .

Q7. Calculer le vecteur vitesse : \7(C €4/3).

Q8. En déduire le vecteur vitesse : V (C €4/ R,) -

Q9. En faisant une fermeture géométrique, déterminez la position y(t) en fonction de
lPangle O(t) et des parameétres géométriques.
Q10. En faisant une fermeture de chaine cinématique, déterminez la vitesse de sortie
du vérin y(t) en fonction de la vitesse angulaire 0(t) et des parameéetres géométriques.

Partie II : Etude statique

L’objet de cette étude est de :

- Déterminer l'effort du vérin qui permet de maintenir ’équilibre de 1’échelle et la charge.
- Déterminer le couple du moteur permettant de maintenir la plate forme horizontale.

Le probléme sera considéré plan.

Toutes les liaisons seront considérées parfaites et sont listées comme suit :

L(0/3) : liaison pivot d’axe (B,Z,) ; L(5/6) : liaison pivot d’axe (D,Z;)

L(0/95) : liaison pivot d’axe (A,Z,) ; L(3/4) : liaison pivot glissant de direction y,
L(5/4) : liaison pivot d’axe (C,Z;).

Le probléme étant plan, donc l'action mécanique dans une liaison entre deux solides (i)

et (j) sera modélisée par le glisseur :
— Xij
ft(i—= N} = {R(I:) j)} =4 Y; - avec R(i— j) située dans le plan (%;,%;).
Mo U Nyd g w500

On propose le paramétrage suivant :

» Le repére R, =(0,,%,Y,.7,) est lié au chassis fixe (0), avec : O,A=a-J, et O,B=b-%,.

= Le repére Ry =(A%s,Vs.Z,) est lié a ensemble parc échelle(5), avec : (%, %)= (V,,¥s) =6 ;
OA = d)?s;ﬁzc-is : AD =H Xg .

Le parc-échelle (5) est de masse m et de centre de gravité G tel que : 0G :%»?5 +2.ys.

- Le repére R, =(B,%s y5.7,) est lié a la tige du vérin hydraulique (3+4), avec: BC = y(t)- V,;
(%, %) = (¥,.¥s) = B.La masse du vérin est négligée devant les autres masses.
L’huile sous pression du vérin hydraulique (3+4) devra exercer un effort, modélisé par
un glisseur de résultante F, =F, y,, permettant de garder I’ensemble (5) en équilibre :

{t(Huile - 4)} = {FPS:;S} )

A
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= La plate forme chargée (6):
Pendant le dressage ou 'abaissement, la plate-forme reste toujours horizontale.
Sa masse une fois chargée sera notée M et son centre de gravité est le point Gp tel

que : DG, =X % + Ys Y, -

La plate forme (6) est maintenue horizontale grace a un moteur exercant un couple

C,Z

m <0

0
moteur : {T(Moteur — 6)} :{ }
D

» L’accélération de la pesanteur : g=-8.y,

Questions :

Q11. Etablir le graphe d’analyse des actions mécaniques.
Q12. Ecrire Uexpression du torseur d’action mécanique de la pesanteur sur le parc
échelle (5) au point G : {t(Pesanteur — 5};
Q13. Ecrire la forme des torseurs d’actions mécaniques transmissibles dans les
liaisons au point C dans Uespace et dans le plan (x;,y,) :{t(4 = 5}¢; {1(3 — 4}¢

Q14. Montrer que la résultante de ’action mécanique du cylindre (4) du vérin sur
Uéchelle (5) peut se mettre sous la forme :R(4 —5)=R, y, -

Q15. En appliquant le théoreme de la résultante statique au cylindre (4) en projection
sur y,, exprimer Ras en fonction de F,.

Q16. En isolant l’ensemble (E) = {5,6}, et en appliquant le théoreme de votre choix,
déterminer Ueffort Fy du vérin.

Q17. Déterminer le couple moteur Cn. Expliquez la démarche (isolement et le théoréme

appliqué).

Partie I : Corrigé

| Q1. Tracer les figures planes de calcul.

Ly =1;=1;

Q2. Ecrire au point A le torseur cinématique {3(5/0)} .» puis déduire au point O le

torseur cinématique : {9(5/0)}, .
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__| ooy | _ 0.7, | o
(9610}, = {V(AESIO)}A { 0 }A 9610, “{\7(065/0)}0

Ona:

; | dO,0| |d(©Q,A+AD) | [d@ y,-d%)] . [ ég,
V(Oeslo)_[ a }_[ a } | HE | -dn= {9(5/0)}0__{—d.9.y5}o

Q3. Calculer le vecteur vitesse : V(D €5/R,) .

\HDew&):l“6ﬁ+xﬁq :Pﬂw%+Hg)

=H.4.;.
dt dt L s

| Q4. Quelle est la nature de mouvement de la plate forme (6) par rapport au chassis (0).

Mouvement de la plate forme (6) par rapport au chassis (0) : Translation circulaire.

‘ Q5. En déduire le vecteur vitesse : V(G, €6/R,).

V(G, €6/R,))=V(De6/R,)=V(De6/5+V(De5/R,)
“=0: pivot

= V(G, €6/R,)=V(De5/R,)=H.0.¥..

‘ Q6. Calculer le vecteur vitesse : V(C €3/R,) .
V(C e3/R,)=V(Be3/R,)+CBAQMB/R,) =—y(t).V, A B.Z, = —y(t).B.X,

. '
=0: pivot

‘ Q7. Calculer le vecteur vitesse : V(C €4/3).

V(Cca/3) _{@} :[W} Y-,

‘ Q8. En déduire le vecteur vitesse : V(C €4/R,).

V(C e€4/R,)=V(C €4/3)+V(C €3/R,)) =y(t)- ¥, +-y(t).5X,

Q9. En faisant une fermeture géométrique, déterminez la position y(t) en fonction de
langle O(t) et des parametres géométriques.

Fermeture géométrique :

OOB +BC+CA+ AOO =0, ce qui s’exprime en fonction du paramétrage :
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bX,+y(t)y,-cX,—ay,=0.

En projection respectivement sur X, et sur Yy, :
Proj/X,:b—-y(t)sin f—ccosd =0 y(t)sin f=b—-ccosd 2
Proj/y,:y(t)cos f—csind—-a=0 = y(t)cos f=csinf+a (2)

= |y(t)= \/(b —ccosd)’ +(csinf+a)’

Q10. En faisant une fermeture de chaine cinématique, déterminez la vitesse de sortie
du vérin y(t) en fonction de la vitesse angulaire 6(t) et des paramétres géométriques.

V(Ce4/5)=0 = V(Ce4/3)+V(Ce3/R)-V(Ce5/R)=0

“=0: pivot

Ona:V(C 65/R0)==[M} =[M

=c.h.y
dt dt L s

Donc : y(t) . y3 - y(t)IB)_(,3 - C'é'VS = 6

Proj/ y, =: y(t) = C'Q'VS ' ys = C(9 COS(Q - IB) (3)
= y(t) =c.6.(cosb.cos B +sin d.sin B)

y(Osin f=b—ccosd (1) |sinp=l2=Cccos?]

D’aprés la question 9 : _ - y(0)
y(t)cosf=csinf+a  (2) fesing+a]
cosf=—— -

y(1)

Ce qui donne : y(t) ==%9.([csin€+a]c039+[b—cc030]sin 49)

c i
=: |y(t)=—=0.(acosd+bsing
y(®) ( )

Partie II : corrigé

| Q11. Etablir le graphe d’analyse des actions mécaniques.

Pesanteur
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Q12. Ecrire lexpression du torseur d’action mécanique de la pesanteur sur le parc

échelle (5) au point G : {t(Pesanteur — 5},

0 0
{t(Pesanteur — 5)} ={—mg 0
0 0

(G.%0.5¥0.20)

Q13. Ecrire la forme des torseurs des actions mécaniques transmissibles dans les

liaisons au point C dans Uespace et dans le plan (x;,v;) :{t(4 — 5}; {t(3 — 4},

Torseurs des actions Torseurs des actions mécaniques
Liaisons mécaniques  transmissibles transmissibles dans le plan (%,,V;)
dans lUespace

Xas  Las Xas —

Lis | {t1(4—=5)}={Yis My {t(4 = 5)} = |¥,s —]
Zas 0 Ve 5,20 — 040
X3y Lag X3y —

Lis [{tB—=4)}=10 0 {tB-4)}=40 -
Z3a Nag (C.¥3.¥a.Zp) — N (€.¥3.¥3.Z0)

Q14. Montrer que la résultante de l’action mécanique du cylindre (4) du vérin sur

Uéchelle (5) peut se mettre sous la forme :R(4 —5)=R,, V5 -
On applique le théoréme du moment statique au point B sur le vérin (3+4) :

Mg (5 4)+ Mc(0—3) =0 = Mc(5—4) +BCAR(5—>4)=0

=0 : pivot dans le plan =0 : pivot dans le plan

|
|

= la résultante R (5 —> 4)est portée par la droite (BC) = (C,¥,).

—

Donc ﬁ(5 —>4)=R5,y; = R(4—>5)=R,5¥;

Q15. En appliquant le théoreme de la résultante statique au cylindre (4) en projection

sur y,, exprimer R4s en fonction de F.

Théoréme de la résultante statique au cylindre (4) en projection sur vy, :

R(5—>4)ys+ R(8—>4)y, +R(Huile—4)y,=0
= 0 : pivot glissant d'axe ¥
R,+F =0 = Rs,=-F,
= |Rx=F

\'
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Q@16. En isolant l’ensemble (E) = { 5,6}, et en appliquant le théoréeme de votre choix,

déterminer Ueffort Fy du vérin.

Théoréme du moment statique appliqué au point A sur 'ensemble (E) = {5,6} :

Ma (4 —5)+Ma (0 — 5)+ Ma (pesanteur — 5)+ Ma (pesanteur — 6) =0

=0 : pivot

Ma(4—5)=Mc(4—5)+ACAR(4—5)=CcX; AR .Y, = CR,;c0s(6— ) .Z,

Ma (pesanteur —5) =Mz (§ — 5)+AG A-mg ¥, :K%—djis +%y5}/\—mg Yo

(@]

o{

= Ma (Pesanteur —5)=-mg K% - djcos@ - %sin 9} Z,

—_—

Ma (pesanteur — 6) = Mg, (G — 6)+AG, A-Mg ¥, = [H.Y(5 + XX, +%}/\—Mg Y,

|

= Ma (pesanteur — 6) =—Mg [H.cos @+ x| Z,

On peut écrire :

C.R, cos(0—p).Z, —mg{[%—d]cos@—%sin 9}20 ~Mg[H.cos0+x.]Z, =0

\'

ona: R,=F, , larelation (3):cd.cos(0—B)=y(t) , y(t) ::%é.(acos%rbsin o) et

1 0 \/(b—cc059)2+(csin<9+a)2

y(t) =+/(b—ccos0)? + (csinb +a)?2 = c.cos(f - f) - y() - c(acose+bsin 9)

Donc :

) \/(b—ccose)z +(csin¢9+a)2

F = [mg{(%—djcos@—%sin@}Mg[H.cos@+xe]j

c(acosg+bsind)

Q17. Déterminer le couple moteur Cn. Expliquez la démarche (I'isolement et le théoreme
appliqué).

Théoréme du moment statique appliqué au point D sur (6):

Mo (Moteur — 6)+ Mo (5 — 6)+ Mo (pesanteur — 6) =0

Cn = 0 : pivot = DG,A—-Mgy,

= 20
= C,.7, +(xG7(O +}{70/)/\—ng0 -0 = C,7Z, -Mgx.Z7,=0=  C,=Mgxg
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Cours / Cinétique

Cinétique des systemes materiels

1. Masse et inertie

La cinétique est 1’étude des caractéristiques d’inertie

1.1 Notions d’inertie

La masse ne suffit pour caractériser I’inertie que dans le cas d’un mouvement de translation. Pour un
mouvement de rotation ou un mouvement quelconque, il faut prendre en compte la répartition de cette

masse sur le solide.

L’inertie caractérise la résistance qu’oppose un corps par sa nature propre a une variation de mouvement.
La masse suffit pour caractériser I’inertie que dans le cas d’un mouvement de translation, mais pour un
mouvement de rotation ou un mouvement quelconque, il faut prendre en considération la répartition de

cette masse sur le solide.

1.2 Principe de conservation de la masse

Un ensemble matériel (E) vérifie le principe de conservation de la masse, si tout sous
ensemble matériel () de ’ensemble (E) a une masse m(e) constante au cours du temps, soit :

V(e) c (E),Vt:m(e) = constante.

& Conséquence :

Pour un systeme matériel considéré comme un ensemble de points P, chacun de
masse élémentaire dm, et sur lequel on a défini une fonction vectoriellef (p, t), on peut alors démontrer que

N d 2 drz
pour tout repére R :— [ f (p,t) dm = [, — [f(p, t)] dm.

1.3 Centre d’inertie d’un solide

1.3.1  Définition
Pour un solide S de masse m, on appelle centre d’inertie

le point G défini par: [[GP.dm =0

= _[q(ﬁ—l—ﬁ)dm:a = _[qﬁ'dm—l—_[qﬁdm:a

= ﬁfdm—l—[ﬁdm:a = E.m—l—[ﬁ'dm:a
s s s

R == o 1 —_—
Ce qui donne : |0G = EISOP. dm

-l

Forme du solide Expression de dm Centre d’inertie
Volume _m_Am  im=pd ﬁ—lfﬁ' d
p—?—a—’ m=p.av _V L aAv
m dm — 17—
Surface o=—=——= dm = p.ds UG_EIOP.ds
m dm — 1l
g A AT dm = A df LI

NB : Le centre d’inertie appartient a la symétrie caractérisant les solides.

. Applications :

1. Détermination du centre de gravité d’un demi-fil homogene de rayon R
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G appartient a I’axe de symétrie(0, y), donc yce(0, ). 3;1 _
., 17— Er
e =0G.v=— | OP.y.d{
Ye ¥ L[ ¥ p
Ona: 0P = R.e, ;L = nRetdf = RdO R
1 R T 0
- Vg :EIR-Er-}’-RdB :EL sinf dO 0 >
X

_ 2R
Ve =~

2. Détermination du centre de gravité d’un demi-disque homogene de rayon R
G appartient a I’axe de symétrie(0, ¥), donc yce(0, V). A

I
Vg =0G.y ZEIUP.}I.dﬁ
. _ mR?
Ona: 0P =r.e, ;5 = etds = rdB. dr
2 2 R T

~ Y6 =53 r.e,.v.rdf. dr :WL rzer sinf d6 o

B 4R
Ve = 37

1.3.2 Centre d’inertie d’un ensemble matériel

Soit un ensemble matériel E constitué de n solides Si: E = UL, S; et m(E) = X, m(S;) =21, m;

?’ZI[ISEde]

n

=

Exemple :

0G =

n -
i=1 M

Déterminer le centre d’inertie du solide (S) composé d’un cylindre creux (S1) et d’un parallélépipéde (S.).

G2

A

On note :
mi :masse et Gi : centre d’inertie du solide (S).

v
a2t
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W;) — m4,0G, +m,0G; . avec 061 — El) ot OGZ — (RE _I_E) f + (E — E)ﬁ

mq +m-

On aura donc : W}’ = m—z{(Re + 2) X + (h__a) 3}}}

mq+1ms 2

1.3.3  Théorémes de Guldin
L’utilisation de théoréme de Guldin permet de simplifier le calcul de la position du centre d’inertie pour les

solides ayant un axe de révolution.

a) Premier théoréme de Guldin :

L’aire de la surface engendrée par une courbe plane tournant autour d’un axe de son plan, ne la traversant

pas, est égale au produit de la longueur de la courbe par le périmétre du cercle décrit par son centre de

gravité : |S = L.2m. 15 (A)

Démonstration :
On considéere une courbe (C) de longueur L de centre d’inertie G ;

Soit un point courant P de la courbe, tel que : OP =r. e, .
0G=:[0P.dt — L.0G=O0P.dt

En projection sur un axe (0, e,-) contenu dans la plan contenant
La courbe et la droite (A).

Ona:0P =r.e, et 0G = 1.8, ,donc: Lrg = [rdl (1)

Soit un élément de surface ds=rd6.dt
La surface engendrée par la rotation de la courbe :

S=[ds=[rd6.dt=["d6 [rdl=2n [rdL,
d’oil la relation : —— = [rdl  (2)

(H)=2) — S=L.2m. 7,

Exemple :
Détermination du centre de gravité d’un demi-fil homogéne de rayon R

La rotation du demi fil de longueur (L) autour de I’axe (0, x) A
engendre une sphére creuse de surface (S).
1°" théoréme de Guldin : § = L.2m. yg
0 S =47R?;L=7R —5—4HR2 /
pAs AT Y6~ 2nL ~ 2mmR 0 o3
On auradonc :|y; = ?

b) Deuxiéme théoréme de Guldin :
Le volume engendré par une surface plane tournant autour d’un axe de son plan, ne la traversant pas, est ¢gal

au produit de I’aire de la surface par le périmétre du cercle décrit par son centre de gravité : [V = 5. 2m. 15
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Démonstration :
On considere une surface hachurée (S) d’aire S de centre d’inertie G ; (A)

Soit un point courant P de la surface, tel que : OP =r. e, .
0G =%fﬁ".d5 - S.0G=[0P.ds

En projéction sur un axe (0, e,-) appartenant au plan contenant
La surface et la droite (A).

Ona:0P =r.e, et 0G =158, ,donc: Srg = [rds (1)

Soit un ¢lément de volume dv=ds.rd0
Le volume engendré par la rotation de la courbe :

V=[dv=[rdf.ds= fOZHdﬁf r.ds = 2 [ r.ds,
d’ou la relation : i = [rdt (2

(=) — [V=S.2m.7;;

Exemple :
Détermination du centre de gravité d’un demi-fil homogéne de rayon R.
La rotation du demi disque de surface (S) autour de I’axe }“
(0, x) engendre une sphere pleine de volume (S=V).
2°M¢ théoreme de Guldin : V = §. 2m. y,
4
onas _t s o TR v guR
nas =gktis = Y6 =278~ . mR? o 3
ZJT.T »X
4R
On auradonc : vz = —

2. Moments et produits d’inertie

Les moments et produits d’inertie caractérisent la répartition
de la masse sur un solide.

2.1 Moment d’inertie par rapport a un point

On appelle moment d’inertie du solide (S) par rapport a un
point A la quantité positive : I,(S) = jpes APZdm.

2.2 Moment d’inertie_par rapport a une droite
On appelle moment d’inertie du solide (S) par rapport a une droite d(A,f)la quantité positive :

I,(S) = jpes(mﬁ)z dm.
En faisant intervenir le point H, projection du point P sur la droite (A) :

S == —N . a2 o —| PH —
1,(S) :fpes(z.f\.AP)Z dm :fpes(”ﬂ'- |AB||.sin (AP, AH))? dm = JPES(HAPH.ﬁ)zdm = prSPszm.

on déduit donc :|I,(S) = jpesﬁz dm)|.

2.3 Moments d’inertie Dans un repeére cartésien
Soit un repéreRr(0,%, 7, Z), et P un point quelconque de (S). Posons : OP = x% 4+ yy + zZ :
- Moment d’inertie du solide (S) par rapport au point O : [,(S) = fpes OP2dm = fpes(xz +y2 +z%)dm

CPGE / MP - PST - Page: 13/27 - Prof : A.ELFARH



Sciences industrielles Cours / Cinétique

- Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (0,X):

Lo (S) = Jpes(f A OP)?>dm = jpES(f A(x.Z+y.y+z2)dm = Ig3(S)= fpes(yz + z2)dm.
Donc on peut écrire :

ILo#(S) = fpes(yz + z2) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (0,X) ;

Loy (S) = jpes(z2 + x?) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (0,y) ;
Io3(S) = fpes(xz + y2) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (0,Z) ;

Relation entre les moments d’inertie : I, = %[I(glf} + 1oy + I{O.E}]

2.4  Produits d’inertie
Les produits d’inertie caractérisent I’absence de la symétrie dans la répartition de la masse.
La détermination des produits d’inertie sera déduite du calcul de 1’opérateur d’inertie.

3. Opérateur d’inertie d’un solide

3.1. Définition
L’opérateur d’inertie d’un solide (S) en un point O, est I’opérateur qui a tout vecteur u fait correspondre le
vecteur : J,(S,%) = jpeqﬁ' A (i AOP)dm , cet opérateur est linéaire, donc représentable par une matrice.

3.2. Matrice d’inertie

La matrice d’inertie du solide (S) au point O relativement a la base (7( ,V,Z) s’obtient en disposant en colonne

les composantes des vecteurs transformés des vecteurs de base par 1’opérateur d’inertie :

[10(5)] = |
e
| ;?o(s-f)

Jo(S.7)

Et on peut aussi déduire I’opérateur d’inertie a partir de la matrice d’inertie : J, (S, %) = [Io(S)]. 4

Jo(5,%)

= Déterminons les colonnes de la matrice d’inertie :

- . X 1 |x X 0 yZ + 72
OPA(RAOB)=|yalloAly |=|yAl—z=| —xy
Z 0 Iz z |y .
(v? +z?).dm
pES
= Jos. )= | 0PAGAOP)Im = [ v
pES DES
—f zx.dm
pES
X 0 X X Z —Xy
OF A(7 A OF) = 3”"(1"“ J’>: yALO =22+
Z 0 Z Z —X —VZ
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—f xy.dm
pES
= fo(‘s-}:’j: ﬁ"ﬂ(f:’\ﬁ")dmz (z2 +x?).dm
pES pPES
—f vz.dm
pES
X 0 X X -y —ZX
OPA(ZAOP) = y.«'\(o.ﬂ. y): yAalx =| —vz
Z 1 !z Z 0 xz—l—yz
—[ zx.dm
pES
= fo(s-f) = ﬁﬁ(ﬁﬂﬁ)dm = —[ yz.dm
pPES pES
f (x? +y?2).dm
pES

On note :
A=1Ip5(S) = fpes(yz + z2) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (0,%) ;

B =lIp(S)= fpes(zz + x2) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (0,y) ;
C =103 = fpes(xz + y2) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (0,Z) ;

Par convention on pose :

D= f vz dm : Produit d'inertie de (S) par rapport aux axes (0,y) et (0,2)
pES
E= J- zxdm . Produit d'inertie de (5) par rapport aux axes (0,Z) et (0,X)
pPES
F = J- xydm - Produit d'inertie de (S) par rapport aux axes (0,X) et (0,y)
pPES
_ A -F -E
= [lb®]=|-F B -D
—E D C lzy33

Une matrice d’inertie dépend de la base et du point de calcul, il est donc important de préciser ces données.

3.3. Détermination du moment d’inertie par rapport a un axe quelconque

On cherche a déterminer une relation entre le moment d’inertie par rapport a un axe quelconque passant par
O I’origine du repére A(0,I) et la matrice d’inertie [I_ o(S )].

2
L) = | (FA0OP) dm= (mﬁ).(mﬁ)dm:[ i AOP.(7AOF)
pEs pPES pES
:f ﬁ.«'\(f.«'\ﬁ).gdmzﬂf OPA(iAOP)dm = 1,(S) =1J,(S, 1)
PES pPES

On sait que : o (S,7) = [[o(5)].1
Donc, le moment d’inertie d’un solide par rapport & un axe 4(0,7) : [1,(S) = 7. ([[o(5)].7)

4. Proprietés de la matrice d’inertie
4.1. Matrice et base principale d’inertie
La matrice d’inertie étant symétrique — diagonalisable. Il existe donc, pour tout solide de forme

quelconque, une base principale d’inertie dans laquelle la matrice d’inertie prend la forme simplifiée
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Ap 0 0O
suivante : [I,(S)] = [ 0 B 0 . Les vecteurs unitaires de cette base sont les vecteurs propres
0 0 G (Xp.¥p.Zp)

de la matrice d’inertie et les termes diagonaux sont les valeurs propres correspondantes.
- Les axes (0, xp), (0,vp), (0,zp) sont appelés axes principaux d’inertie du solide S au point O.

- Les moments d’inertie Ap, Bp, Cp sont appelés moments principaux d’inertie du solide S au point O.

4.2. Influence des symétries sur la forme de la matrice d’inertie

a) Un plan de symétrie :

Un plan de symétrie permet d’annuler deux produits d’inertie comportant la normale a ce plan.

Exemple :
Le plan (G, %, y) est plan de symétrie :
On décompose le solide (S) en deux demi solides symétriques

(S1) et (S2), donc a chaque point P(x,y,z)e S1 correspond symétriqguement

un point P’(x,y,z-)e Sa.
D= yzdn= jsl y.z.dm+ jsz y.z.dm. On effectue un changement

de variable z — -z pour calculer la deuxiéme intégrale d’ou :

[y.z. dm = —J- y.z.dm = D=0
s 3

2 1

On démontre de méme E=0.

_ A —-F 0 , = . .
Donc: [[p()] =|-F B 0 L’axe (0,2) perpendlc.ula.lre au Blan d.e
symetrie est un axe principal d’inertie.
0 0 Cloiys

b) Deux plans de symétrie :

Si un solide posséde deux plans de symétrie, en choisissant d’écrire la matrice d’inertie en un point O de la
droite d’intersection des deux plans et dans une base respectant cette symétrie, alors les trois produits
d’inertie sont nuls :

A 0 0

La matrice est donc diagonale :[I:O (5)] = [0 B 0 g
0 0 Cliozys
Exemple : Y
G

(G,x,y) et (G, vy, z) sont les deux plans de symétrie :
- plan (G,x,y) — D=0 et E=0 (effets des z de signes opposés)

- plan (G,v,z) — E=0 et F=0 (effets des y de signes opposés)
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. Application :
Détermination de la matrice d’inertie d'un parallélépipéde rectangle au centre d’inertie G.
y
AZ N
A
dz
A
—= 4 —=
G =} G s
c Fa z /
/ X
/ b - / ' dx
b / X >
4 vy dy
On a trois plans de symeétrie qui sont : (G, x,y), (G,x,z) et (G, y, Z) ce qui permet d’annuler les trois
A 0 0
produits d’inertie : [I;(S)] = [0 B 0
0 0 Cligiys

Ona: dm= pdv= mdv, avec: dv = dx.dy.dz
v

A= J-[yz + z%)dm :%[(yz + z%)dv :%ﬂ-j[}fz + z%)dx.dy.dz
15 w
[}

b c c b
. m Ed F 2dv Ed 2 24 Edr
=2 hela x ,yoay | . z+  zZ7dz | dy
2 2 2 2 2
m

_ o EbY_moa 2
o a'(12+12)_12(b +¢%)

a.b.c
De méme, on démontre : B = % (c2 4+ a?)etC = % (a? + b2).

% (b2 +c?) 0 0
—> Matrice d’inertie d’un parallélépipede en G : |[I;(5)] = 0 % (e +a?) 0
m o2 2
0 0 (@ +b%) 235
c) Axe de révolution : .
Z
A
Tout plan passant par I’axe de révolution est un plan de symétrie ;
La matrice est donc diagonale dans toute base contenant 1’axe de
révolution et en tout point de cet axe.
Pour I’exemple ci-contre I’axez est ’axe de révolution.
Les axes x et y sont interchangeables sans modification de la
disposition de la matiere, donc les moments d’inertie par rapport
aux axes (0, x) et (0, y) sont égaux.
A= J-(}TZ + z%)dm =[(x2 +2z%)dm =B X ’
5 3
C
C = J-(xz +yHdm=2.4A— 2.[ z?dm = A:E—I— [zzdnz
3 s s
A 0 0
Le solide a donc une matrice d’inertie de la forme :[I.(S)]=| 0 A4 0
0 0 G-z
La notation (—, —; Z;) indique que la matrice d’inertie reste la méme dans toute base orthonormée

admettant I’axe Z,comme troisieme vecteur.
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. Application :
Détermination de la matrice d’inertie au centre d’inertie G d’'un cylindre de révolution plein de rayon R et
de hauteur H.

AE
. dz
z
A
|
1
| ? z
X
= 1
}T : /7 \Q
V\\\\ : ,/, 4 J_;'
\\\\ :,/, G >
¥ —
€
r é
dr 40
X 0 \e_r'
A 0 0
L’axe (G,Z) est un axe de révolution — Forme de la matrice d’inertie :[I;(S)]=]0 A 0
0 0 cl__3
x =T cos@ 0=0=2n dm = pdv == dv
On utilise les coordonnées cylindriques : {y = r sin 8 , avec: 0=r=R  oOna: { - pav = ar
z— =z _”c:: «::__” dv = rdf.dr.dz
i %
C=[(x2+}’2)dn1=—[ 2dv =— J]Ir rdf.dr.dz = — [ 3dr[ df | dz
v =
m R‘t R?
=27 2r.h=m >

C C m n
A=—+[zzdm=—+— 2d1?——+—[sz rdﬁdrdz——-i-— rdr[ dﬂ[
2 v 2 7 _ﬂ

R? m R? f?3 RZ2 W°
=m—+ — . 2m.— =m +—

4 " @Rh 2 12 4 12
[ (R? i* 0 ]
™It
. . . . . _ RZ h*
—  Matrice d’inertie d’un cylindre plein en G : [s($)]= 0 m{ T +133
RZ
L 0 0 m?—.:-___m
d) Centre de symétrie : Z

Le centre de symétrie est I’intersection d’une infinité d’axes de révolution

que posséde le solide.

Les produits d’inertie sont nuls et les moments d’inertie sont égaux, donc

la matrice est exprimée au centre de symétrie et dans toute base s’€crit ‘

A 0 0
sous la forme suivante : [I;(S)] = [0 A0 : 4‘54
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Exemple : Sphére creuse de rayon R de centre G.

Loz togt0Z) _ A+B+C

On sait que: I, = jpEs[Ef"]2 dm = >
SoitO=G:I; =1, = JPES[ﬁ']de = [R?dm = R? [ dm=mR?.

Ona:lp=-A = A=>I, = A= mRZ

, avec O origine du repére R(0,X,y,z).

—mR? 0 0
3
. 2
= Matrice d’inertie d’une sphére creuseen G: [I;(5)] = 0 §mRZ 0
2
0 0 —mR?2
- 3 Ye--m)

. Application :

Détermination de la matrice d’inertie d 'une sphére pleine de rayon R au centre d’inertie G.

A 0 0
La forme de la matrice d’inertie : [I;(S)] = [0 A0
0 0 A

(G.——-)
On utilise les coordonnées sphériques :
x =r.sin¢g .cos B 0=¢dp=nm
y=r.sin¢.sinf avec: [Oiit;‘)iin

Z =Z.coS¢ 0=<r<R

Ona:dm = pdv =§dv, avec: dv = rde¢.r sin¢ db. dr. 4%
2
Soit0=G:lg=1I,= | [OP] dm
pEs
m m
=[r2dn1 = rzdv:?ffj r2.rd¢.rsin ¢ db.dr
m R erv T
_ 4 - .
_T?J‘;rer‘; dﬂLsmqbdqb z
. m R® 2 2_3mR2
T .5 mZ=—0
37k 1
3 2 2 ©
Ona:fozgzﬂ, = Azgfo = Azngz. 2
= Matrice d’inertie d’une sphére pleine en G : J:i
2 R? 0 0 - ]
=m
2
Ic(®)]=| 0 ngz 0
2 e
0 0 —mR?
- 5 e--m)

5. Changement de point. Théoréme de Huygens généralisé

Le théoréme de Huygens permet la recherche de la matrice d’inertie en un point quelconque A a partir de la
matrice d’inertie au point G (centre de gravité du solide):
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Soit un solide (S) de masse m et de centre de gravité G, aveCAG = xo% + vo 7 + zgZ.

VP ES; J,(S,1) =f Ex\(mﬁ)dmzf (AG + GP) A [ A (AG + GP)] dm

pES pES

Eﬁ[ﬁhﬁ]dnwf Eh[ﬁhﬁ"]dm+[ GP) A [iAAG]dm
PES pes

A

pES
+[ ﬁ"h[ﬁhﬁ"]dm
pES

pES pES

- -

=AGA[iNAG). | dm+A4GA ?.EA[ GP.dm +[ GP.dmA[i AAG] + J5(S, )
‘pEG

=0 g =0
= Ju(S,1) = [4GC A (i AAG)].m + J¢(S,10)
Onnote : [, (G(m), i) = [4G A (i A AG)].m
Donc,j4 (S, i) = J5 (5, 1) + Ju(G(m), @) = [L(S)].7 = Us(S)]. 8 + [Lo(G(m))]. %

= [1.(5)] = ()] + [14(G(m))]

Avec [1,(G (m))]: matrice d’inertie au point A du point matériel G de masse m(S).

Ona: J.(G(m), %) = AG A [i' AE]m =m(vg? +25%).X —mxgye.V —mzgxg.Z
De méme : J,(G(m),¥) = 4G A[¥ AAG |m = —mxgyg. X +m(zg2 + x5%). ¥ — mygzg.2
et fA(G(m).f} = AG A [é' AE]m = —mzgxg. X — mygZg.V + mxg? +vg2). 2.
) }’Gz +ZGZ —Xg¥Vs —ZgXg
L(Gm) =m| —xgye 2zg>+xg° —YeZ¢
—ZgXg —VcZg xaz +}’Gz

Ay=Ag+ m(}’sz +ZGZ) Dy = Dg + mygzg
= BA:BG ‘I‘HI(ZGZ‘l‘xGZ) ; EA:EG +I’TIZGIG

Cy=Cq+m(xg?+ v5?) Fy = Fg + mxgyg

Remarque : Le calcul reste le méme si on remplace 4G par GA.

(A7)

5.1 Théoréme d’HYGHENS particulier :

I.d' = Iﬂ + m.dz

6. Associativité des matrices d’inertie

Il peut étre intéressant dans certains cas de faire une partition d’un solide en plusieurs solides élémentaires
dont les matrices sont simples a calculer.
Pour un ensemble de solides X =( Sy,...,Sn) ona: [[p(Z)] = i, [Io(S)].

. Application :

Le solide (S) de masse m est compose de :
- Cylindre creux (S1) de masse mi, de hauteur h, de rayon extérieur Re et de rayon intérieur Ri.
- Parallélépipede (S2) de masse mz, de longueur a, de largeur b et de hauteur c.
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Questions :
1. Donner la forme simplifiée de la matrice d’inertie du solide (S) au point O et dans la base (x,y, z)
2. Connaissant la matrice d’inertie d’un cylindre plein, déduire la matrice d’inertie du cylindre creux
(S1) au point O et dans la base (%, v, 2)
3. Connaissant la matrice d’inertie d’un parallélépipede, déduire la matrice d’inertie du solide (S2) au
point O et dans la base (%, v, 2)
4. Déduire la matrice d’inertie du solide (S) au point O et dans la base (%, y, 2)

Cours / Cinétique

X

A
G
A AT
p a
h 0=G, >Z
i
|
i
v !
N
R
. €
, ———>
Réponses : -
QL.
Le solide (S) admet un plan de symétrie (0, z,x) , la forme de la matrice d’inertie s’écrit donc :
_ A 0 —-E
[LS]=]0 B o
—E 0 Clags
Q2.
Le solide (S1) admet un axe de révolution (G4, x) , avec G1=0.
X
A, 0 0
[10(51)] = ( 0 B C')
0 0 B (-m)
: Solide : Si1(cylindre plein de Solide : Si2 (cylindre plein de
Solide : S1

Masse : mi= mi1- ma

Volume : V1= V11- V12

. ml
Masse volumlque p= ﬁ

rayon Re et de hauteur h)
Masse volumique : p
Volume : V11

m1l

Masse : my = P Vll = EVM

rayon R; et de hauteur h)
Masse volumique : p
Volume : V12

ml

Masse : my; = p. Vi = —

v
v1 J1z
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4, 0 0
Ho(SD] = Uo(S1)] = Up(S12)] = ('D By 'D)
0 0 B

(#--)
A;; 0 0 A, 0 0
:( O Bll O ) —( Cl Blz O )
0 0 B/ 0 0 Bp/g
R?Z RZ V., R2 V> R?
Al - All — Alz - n’Ill?e — nl]_z?;[ - nll.V_j-?e — nll.v_]-?;[
mh (RZ + R?)
=m,. R4 — R? = |4, =my—17
nll ZTI(RE—RIZ)h( e I) 1 nll 2
RZ I’ R W W 1 R2 R?
B, =By — B, = mll(? + ﬁ) - mlz(I +ﬁ) = E-(mll —myz) +E‘(mll? - ”112?2
mq - Al
A, (RZ+R? I*
:Hlﬁ‘l‘? = Blzml(%-l-ﬁ
24 g2
A, 0 0 A, = m, BEED
Onauradonc: [I,(S;)]l=|1 0 By 0 , avec : B4R P
0 0 B/, By =m, (B4 D)
Q3.
On applique le théoreme de Huygens : [1,(S5)] = [152 (52)] + [1o(G2(m3))]
e (b*+a?)
Ay, 0 0 2 ‘oz
Ona: [l (S,)] = ( 0 B, 0 ) ,avec 4 By = m, & :; )
0 0 Cogzs @D
2 = My 12
—_— h—c & b, = .
Ona: 0G, =X+ (R, +§)z ; Ce qui donne :
b b, h—c
my (R, +3)° 0 —mz(Re +2)(7)
b h—c
16 (G2 (m5)] = 0 m, {(Re +2) + (592} 0
b, -h—c h—c
—m;(R. +2) (=) 0 ”12(7)2 e
L (xy.z)
(b2 +a?) b
Az = i’nz{ 12 ‘I‘(Re +E)2}
— (aZ+c?) b h—
4 0 % B, = mz{ - 12c T (Re + 5)2 + (TC)Z}
Onnote: [I,(S;)]=( 0 B, 0O , tel que (@ +b?) hec
_ 52
B 0 G /gy C2=m {7+ +(5)?)
b, h—c
E; = my(R, + ()
Q4.
A=A+ A,
_ A Cl _E - - B = Bl + Bz
[IG(S)] =0 B 0 = [10(51)] + [10(52)] , tel que: C=C+C,
—E 0 Claga E=E
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Cours / Cinétique

7. Matrices d’inertie des solides usuels
Cylindre creux d’axe de révolution (G, 2),
de rayon extérieur Re, de rayon intérieur R; et de hauteur h

C1D —
) A 0 0 N A=m (M h_)
I(GS):(O A 0) 4 12

0 0 ¢/gyz /\ o (RZ+ERY
% Y 2
hzol
Cylindre plein Disque creux Enveloppe cylindrigue

Disque plein

Tige rectiligne

|
|

R=0

a=0
b=0,
c=h

=

a2
sz(

Parallélépipede rectangle
De longueur a, de largeur b et de hauteur ¢
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8. Torseur cinétique

8.1- Définition
Le torseur cinétique de 1I’ensemble matériel (E) dans son mouvement par rapport a un repere R est, en tout
point A quelconque, le torseur suivant :

fpeE ?(PKR)dm ] V(P/R)dm :Résultante cinétique (R.(E/R))
A

s PEE
jpEEAP AV (P/R)dm

{C(E/R)} = [
JPEEF A I_f"(PfR)dm : Moment cinétique g, (E/R)

Soit O ’origine du repére R et G le centre d’inertie de I’ensemble matériel (E) : 0G = i fpe Eﬁ' dm ,

Ona:m [% o %(IpEEﬁ dm) = fE%ﬁdm = JPEEI?(PKR)dm
= mV(G/R) = L EEV (P/R)dm = (CE/R)} = {n;ﬁ(g;f;;)}
4 A

8.2- Relation de changement de point du moment cinétigue

Soit B un point de (E) ; cherchons la relation entre az(E /R) eta4(E/R) :

- E P —* P — — —F P
ogl=]= BP AV|—=|.dm = (BA -I—AP).«’\V —].dm
R R
pPEE PEE
= BA A jpEEV(PfR). dm + prEAP AV(P/R).dm =BAAm.V(G/R) + ¢4(E/R)

= 65(E/R) = G4(E/R) + BA AmV (G/R)

8.3- Cas du solide indéformable

Soit un solide (S) de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repéreR(0,%,, y).
Soit A un point lié au solide (S). On peut écrire : V(P € S/R) = V(A € S/R) + 3(S/R) NAP ;
Onad,(S/R) = [APAV(P € S/R).dm = [APAV(A€ S/R).dm + [ AP A ({1(S.R) AAP).dm

= ([ ﬁ.dm) AV(A€ES/R) +]a(5,3(S.R)) =m.AGAV(AES/R) + I,(5).3(S.R)

= Ga(S/R) = [L,(5)].53(S.R) + mAG AV (A € S/R)

[Iz 4 (S )] .0(S.R) est un vecteur obtenu par multiplication de la matrice d’inertie du solide S en A et du
vecteur rotation — Ces deux grandeurs doivent donc étre exprimées dans la méme base.

* Remarqgues importantes :

- Si le point A est fixe dans le solide (S), le calcul de la vitesse ¥ (4 € S/R) peut se faire par dérivation
ou par changement de point.

- Si le point A n’appartient pas matériellement au solide, le calcul de la vitesse doit étre fait par
changement de point.

*Cas particuliers :

- Si le point A est confondu avec G : G5(S/R) = [[5(9)].2(5.R)

- Sile point A est fixe (A e matériellement & (S)) 1 64(S/R) = [[4(S)]. 2(5.R)

- Si le mouvement du solide (S) est une translation : &,(S/R) = m AG AV (A € S/R)

* Relation de changement de point : (Passant par G)

64(S/R) =G,(S/R) + mAGAV(GES/R) = G4(S/R) = [I5(5)]. 2(5.R) + mAG AV (G € S/R)
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9. Torseur dynamigue

Le torseur dynamique de 1’ensemble matériel (E) dans son mouvement par rapport a un repere R est, en tout
point A quelconque, le torseur suivant :

[ (P/R)dm =
_ mI* (G /R
DE/RY=1 = {D(E/R)F{* o )}
f AP AT(P/R)dm 04(E/R) ),
pPEE A
- Relation de changement de point : 5g(E/R) = 8,(E/R) + mI'(G/R) A AB

10. Relation entre le moment cinétigue et le moment dynamique

Il est souvent plus simple de déduire le moment dynamique du moment cinétique :

.dm—jpg{d(APA(\/(P/R)))] _dm_J‘pE{@} AV ¢/ rydm

Spei=| APAT@mdm=[ APA dVerr)
' - peE dt

pe dt dt

R

= SA(E/R) = {%J’%E(ﬁs /\\7(P/R))Adm:| —JDEE[M} AV P/ rydm
R R

dt
= d(G,Ern) | - - -
5A(E/R)—_T_R—J.pEE(—V(A/R)+V(P/R)R)/\V(P/R).dm
= — . —
d . .
= M + V arry AV prr).dM
L dt g JeeE
= d(c, R - - d(c,ErR) =+ i
—, Op(EIR)= M +V(A/R)/\j Veir.dm= M +VarryAmY @GR
dt - peE dt R

—

O.(EIR) ={W} +mV ar AV G/R)
R

* Remarqgue importante :

- Le point A n’est pas nécessairement fixe dans I’ensemble (E), donc le calcul de la vitesse V (A/R)
d (07\)}
R

doit étre fait par dérivation V(arr) = {—

- Si le point A est fixe dans le solide (S), le calcul de la vitesse V (A/R) peut se faire par dérivation
ou par changement de point, dans ce cas : V(A/R)=V(AeS/R).

=Cas particuliers

- d -
[J Le point A est fixe dans R : 5A(E/R) - [%}

R

~ i
T Le point A est confondu avec G : O, (E/R) = {W} _
R
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11. Energie cinétigue : L’énergie cinétique de 1’ensemble matériel (E) dans son mouvement par rapport

. . — 2
a R est le scalaire suivant :T(E/R) = éjpEE[V (P/R)] dm.

11.1- Cas du solide indéformable

Soit un solide (S) de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére R(O,X,y ,Z ).

Soit A un point lié au solide (S)._Par définition on a :
2

1 (- 1( -~ _ ~ .

T(S/R) = E[[V(P € S/R)] .dm= E[ V(P €S/R).[V(A€ S/R) + 2(S/R)ANAP|.dm
=%([ V(Pe SfR).dm).l_'"(A € S/R) +%f V(P € S/R).[@(5/R) NAP].dm
:%m. V(G/R). V(A€ S/R)+ %_r‘z'(sm).f[ﬁ AV(P € S/R)].dm

= %m. V(G/R).V(A€ES/R) + %fz'(sm). 64(S/R).dm

_1 mﬁ(G}R) ﬁ(S/R) _E
= T(S/R) = 2{ S }@{ﬁ e xm}: T(S/R) = Z{C(S/RY@ {O(S/R)}

L’¢énergie cinétique est le comoment entre le torseur cinétique et le torseur cinématique.
L’énergie cinétique ne dépend pas du point de calcul du comoment, il est donc préférable d’appliquer cette
relation dans des points particuliers :

- En 6, centre dinertie : T(S/R) = {[I;(S)]. A(S.R)}.7A(S.R) +>mV (G € S/R)?

- Pour un mouvement de rotation autour d'un point fixe O : T(S/R) = %{[Io ($H)].3(S. R)}. A(S.R)
- Pour un mouvement de rotation autour d'un axe fixe (O,u) : T(S/R) = %.I“.wtf, avec ly : moment
d’inertie du solide (S)/ a I’axe (O, U) et wy: vitesse de rotation du solide (S) / a ’axe (O,0).

- Pour un mouvement de translation : T(S/R) = % mV(TSfR).Z.

12. Eléments cinétiques d’un ensemble de solides
Soit (E) un systéme de n solides (Si) en mouvement par rapport au repere R:  T(E/R) = X, T(S;/R)
- n g V(Gs/R) =X, mV(G,/R)) .
{(C(E/R)} = T ,{C(S;/R} = {”*E . =1 } :
= Go(E/R) = T, 04(5:/R)
mgl(Gg/R) = Z?ﬂmtr(G:/R)}
SA(EKR) = ?:1 SA(SifR)

(D(E/R)) = S, (D(S./R) = {

13. Inertie éguivalente ramenée a un axe

13.1 Définition
Dans le cas d’un systéme comportant plusieurs pieéces en rotation a des vitesses de rotation différentes
(et éventuellement certaines en translation), on appelle inertie équivalente ramenée a un axe A, I’inertie Iega
que devrait avoir cet axe en rotation pour que 1’énergie cinétique totale du systéme de pi¢ces en rotation soit

égale a : ECsysteme= 2 Iéqﬂwj 0U W représente la vitesse de rotation de I’axe A.

L’inertie équivalente ramenée a I’axe moteur permet d’estimer rapidement le dimensionnement d’un
actionneur.

Methode :

1 Ecriture de 1’énergie cinétique de chaque sous-ensemble cinématique.

"1 Ecriture des relations liant les paramétres cinématiques des sous-ensembles.

"1 Ecriture de I’énergie cinétique totale en fonction de la vitesse de 1’actionneur.
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Remargue : On peut aussi définir la masse équivalente ramenée sur un axe, en utilisant le méme principe.

13.2 Exemple 1

On considére un systeme de transformation de mouvement composé de :

Moteur + réducteur + systéme vis-écrou + charge

déplacement de la
| charge de masse Mc :
E— p
V=—MW
Pas: p Wi 21 °

Réducteur
Charge - rapport de réduction
1 i W,
M _'_-l- l1 du réducteur :r, =—2=
| = Mec E W,
! - vitesse de
£IFT |

Moment d’inertie  |2!

F---=-=-=--

L’énergie cinétique de I’ensemble en mouvement par rapport au référentiel galiléen Ro lié au bati :

1 1 p 2
T(Z/Ro) =3 (Wi + L.wf + Mo.v?) = (I + L.ry> + M. rlz.(g) w2,

, A ] 1 2 | |
Schéma équivalent : T(Z/R,) = EJeq W Mot 1 Jeg

=—>  L’inertie équivalente ramenée a I’arbre moteur est : Joq = I + I5. ri+M.r,% (;—H)

13.3 Exemple 2 : Vérin + pignon-crémaillére

Pignon (2) de rayon
R et de moment
d’inertie ;1>

Loi entrée sortie cinématique : w = % -

T(Z/R,) = %(Ml.vz +1.w?) | L

1 I | Crémaillére (1)
— _= 2
=3 (My + Rz)” Ffff— de masse :M1

Schéma équivalent :T(Z/R,) = %Meq. v? Veérin  |— Meq

77444

o . L I
—>  Lamasse équivalente ramen¢e sur ’axe du vérin est : Mgq = My + 72
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