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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique

Exercice de rappel sur la cinématique et la statique des solides

Echelle Pivotante Automatique a commande Séquentielle

Une E.P.A.S. est une Echelle Pivotante Automatique a commande Séquentielle.

Ce systéme concu et commercialisé par la société CAMIVA est monté sur le chassis d'un
camion de pompiers et permet de déplacer une plate-forme pouvant recevoir deux
personnes et un brancard le plus rapidement possible et en toute sécurité.
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Figure 1 : Diagramme de contexte
Le déplacement de la plate-forme est réalisé suivant trois axes : voir figure 2
e Le déploiement du parc échelle (axe 1) : Chaque plan de ’échelle peut se
translater par rapport aux autres ; seul le quatriéme plan d’échelle est
solidaire du berceau.
e Le pivotement autour de 'axe Y (axe 2) : La tourelle 1 peut pivoter par rapport
au chassis autour d'un axe vertical.
e La rotation autour de 'axe Z (axe 3) : Le berceau peut tourner par rapport a la
tourelle 2 autour d’'un axe horizontal.
Un systéme de sécurité peut, a tout moment, stopper le déplacement de la plate-forme
s’il y a un risque de basculement du camion porteur :
Des capteurs d’efforts placés sur le parc échelle permettent de tenir compte de la charge
dans la plate-forme.
Des capteurs de position sur les trois axes permettent de définir la position de la plate-
forme.
Des capteurs inductifs détectent la position de sortie des stabilisateurs.
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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique
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Figure 2
ETUDE DE L’AXE 3

Le systéme de dressage/abaissement réalise la rotation de la plate-forme autour dun
axe horizontal Z.

On propose le paramétrage sur le systéme de la figure 3 puis sur le schéma cinématique
de la figure 4.

PLATE-FORME (6)

Y3 Ayo

“\'ca

PARC ECHELLE (5)

CYLINDRE VERIN (4)

TIGE VERIN (3)

| CHASSIS (0)

O Figure 3
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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique

PLATE-FORME (6)

PARC ECHELLE (5)

y5 CYLINDRE VERIN (4)
TIGE VERIN (3)
x3
0 > X, ] , ., ;
0 B Figure 4 : Schéma cinématique
CHASSIS (0)

Paramétrage :

Le repére R, =(0y.%.Vo.7,) est lié au chassis fixe (0), avec : O,A=a-J, et O,B=b-%,.

Le repére R; =(A%s,Vs,7,) est lié a ’ensemble parc échelle (5), avec : ()?0,25) =(Y,,¥5) =6 ;
OﬁAzd)ﬁ(E_,;A_C’zc-Y(5 : AD=H %.

Le repére R, =(B.%. Vs Z,) est lié a la tige du vérin (3), avec: BC = y(t)-V,; (%, %)= (Yo, ¥5) = 8.
Les liaisons aux points A, B et C sont des liaisons pivots d’axe Z, .

;) avec la tige (3).

Le cylindre creux du vérin (4) est en liaison pivot glissant d’axe (C,y
(D,

La plate forme (6) de centre d’inertie Gp, est en liaison pivot d’axe Zo) avec le parc-

échelle (5) : DG, = X%, + Ys Yo
On tiendra compte dans cette partie du fait que la plate-forme reste toujours horizontale.

Partie I : Etude Cinématique

Notation préconisée : On utilisera I’écriture suivante pour les torseurs cinématiques du

mouvement du solide j par rapport au solide i : {V(j/ i)} = {\7(('\;(]“_)/_)}
e jh)j,

Questions :

Q1. Tracer les figures planes de calcul.
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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique
Q2. Ecrire au point A le torseur cinématique {9(5/ 0)} > buis déduire au point O le torseur

cinématique : {$(5/0)}, .

Q3. Calculer le vecteur vitesse : V(D €5/ R,) -
Q4. Quelle est la nature de mouvement de la plate forme (6) par rapport au chassis (0).

Q5. En déduire le vecteur vitesse : \7(GP €6/R,).
Q6. Calculer le vecteur vitesse : V(C €3/ R,) .

Q7. Calculer le vecteur vitesse : \7(C €4/3).

Q8. En déduire le vecteur vitesse : V (C € 4/ R,).

Q9. En faisant une fermeture géométrique, déterminez la position y(t) en fonction de
Pangle O(t) et des paramétres géométriques.
Q10. En faisant une fermeture de chaine cinématique, déterminez la vitesse de sortie du
vérin y(t) en fonction de la vitesse angulaire O(t) et des paramétres géométriques.

Partie II : Etude statique

L’objet de cette étude est de :

- Déterminer l’effort du vérin qui permet de maintenir ’équilibre de 1’échelle et la charge.
- Déterminer le couple du moteur permettant de maintenir la plate forme horizontale.

Le probléme sera considéré plan.

Toutes les liaisons seront considérées parfaites et sont listées comme suit :

L(0/3) : liaison pivot d’axe (B,Z,) ; L(5/6) : liaison pivot d’axe (D,Z;)
L(0/5) : liaison pivot d’axe (A,Z,) ; L(3/4) : liaison pivot glissant de direction
Y3

L(5/4) : liaison pivot d’axe (C,Z;).

Le probléme étant plan, donc l'action mécanique dans une liaison entre deux solides (i)
et (j) sera modélisée par le glisseur :
e Xij
Lo [RG-D) )y -
{t(i- )} = . =: Y avec R(i— ) située dans le plan (x;,y;).
0 Ju. _ N

N U7 (M;j,%;,5 j,Z0)
On propose le paramétrage suivant :
- Le repére R, =(0y. % Yo.Z,) est lié au chassis fixe (0), avec : O,A=a-y, et O,B=b-%,.
= Le repére R =(A%s,Vs,7,) est lié a ’'ensemble parc échelle(5), avec : ()?0,)?5) =Y. ¥:) =0 ;

Le parc-échelle (5) est de masse m et de centre de gravité G tel que : @:%‘XS +%- Vs -
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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique
» Le repére R,=(B,%;,V5,%,) est lié a la tige du vérin hydraulique (3+4), avec: BC = y(t)-,;

(%: %)= (Y, ¥;) = B .La masse du vérin est négligée devant les autres masses.

L’huile sous pression du vérin hydraulique (3+4) devra exercer un effort, modélisé par
un glisseur de résultante F, =F, y,, permettant de garder I’ensemble (5) en équilibre :

{t(Huile - 4)} = {Fvﬁ):’)e,}c.

= La plate forme chargée (6):
Pendant le dressage ou 'abaissement, la plate-forme reste toujours horizontale.
Sa masse une fois chargée sera notée M et son centre de gravité est le point Gp tel

que : DGp =X%X + Ye Yo -
La plate forme (6) est maintenue horizontale grace a un moteur exercant un couple

0
moteur ;{T(Moteur—>6)}={ a}
0Jp

nZ
= L’accélération de la pesanteur : g=-g.y,
Questions :

Q11. Etablir le graphe d’analyse des actions mécaniques.
Q12. Ecrire Uexpression du torseur d’action mécanique de la pesanteur sur le parc
échelle (5) au point G : {t(Pesanteur — 5},
Q13. Ecrire la forme des torseurs d’actions mécaniques transmissibles dans les liaisons
au point C dans l’espace et dans le plan (%,,y,) :{t(4 = 5}¢; {t(3 = 4}¢
Q14. Montrer que la résultante de l’action mécanique du cylindre (4) du vérin sur
Uéchelle (5) peut se mettre sous la forme :R(4 —5)=R, ¥, -
Q15. En appliquant le théoreme de la résultante statique au cylindre (4) en projection

sur y,, exprimer Ra4s en fonction de Fy.

Q16. En isolant l'ensemble (E) = {5,6}, et en appliquant le théoreme de votre choix,
déterminer Ueffort Fy du vérin.

Q17. Déterminer le couple moteur Cn. Expliquez la démarche (lisolement et le théoréme

appliqué).

Partie I : Corrigé

| Q1. Tracer les figures planes de calcul.
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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique

Q2. Ecrire au point A le torseur cinématique {3(5/0)} .» buis déduire au point O le torseur

cinématique : {$(5/0)}, .

{9(5/0)}, =={ (5/0) } ={9'2°} ; {9(510)), :{ Q(5/0) }

V(Ae5/0) 0 V(O €5/0)
ona: V(0 e5/0)=| 390 | _| QA+ AQ) =[M} "y
dt | dt ) dt -

= {9(5/0)}, :={_j‘?° } .

‘ Q3. Calculer le vecteur vitesse : V(D €5/Ry,) .

V(DES/RO)zzld(@"'E)] {d(a-vo +HX;)

=H.0.,-
dt dt L s

\ Q4. Quelle est la nature de mouvement de la plate forme (6) par rapport au chassis (0).

Mouvement de la plate forme (6) par rapport au chdssis (0) : Translation circulaire.

‘ Q5. En déduire le vecteur vitesse : V(G, €6/R,).

V(G, €6/R,))=V(De6/R,)=V(De6/5)+V(De5/R,)
“=0: pivot

= V(G, €6/R,)=V(De5/R,)=H.0.y,.

‘ Q6. Calculer le vecteur vitesse : V(C €3/R,) .
V(C e3/R,)=V(Be3/R,)+CBAQB/R,) =—Yy(t).V, A B.Z, = —y(t).8.%,

=0: pivot

‘ Q7. Calculer le vecteur vitesse : V(C €4/3).

V (C € 4/3) ={d(?)} {W} =y(t)-y;.

‘ Q8. En déduire le vecteur vitesse : V(C €4/R,).

V(Ce4/R,)=V(Ce4/3)+V(Ce3/R,)=y(t) y, +—y(t).fX,

CPGE / MP - PST - Page: 7/12 - Prof : A.[ELFARH



Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique
Q9. En faisant une fermeture géométrique, déterminez la position y(t) en fonction de

Pangle O(t) et des parametres géométriques.

Fermeture géométrique :

OOB +BC+CA+ AOO = 6, ce qui s’exprime en fonction du paramétrage :
bX,+y(t)y;—CcX;—-ay, =0.
En projection respectivement sur X, et sur Yy, :
Proj/X,:b—y(t)sin f—ccosd =0 y(t)sin f=b—ccosd @
Proj/y, :y(t)cos f—csind—-a =0 = y(t)cos f=csinf+a (2)

= |y(t)= \/(b—ccose)z +(csing+a)’

Q10. En faisant une fermeture de chaine cinématique, déterminez la vitesse de sortie du
vérin y(t) en fonction de la vitesse angulaire 0(t) et des paramétres géométriques.

V(Ce4/5)=0 = V(Ce4/3)+V(Ce3/R)-V(Ce5/R,)=0

“=0: pivot

Ona:V(Ce5/R,)— {M} :[M

=c.h.y
dt dt L s

Donc : Y(t)- ¥, — y(t).4%, —c.0.y, =0

Proj/y, =: y(t) — C'é'VS ) yS = CH COS(Q_ﬂ) (3)
= y(t) =c.0.(cosb.cos B +sind.sin B)

y(t)sin S =b—ccosé @ Sinﬂ:[b—ccose]

D’aprés la question 9 : ) - y()
y(t)cos f=csinf +a (2) (csin@-+a)]
cosf=———=

\ y(t)

Ce qui donne : Y(t) ::%é.([csin9+a]cose+[b—ccose]sin 0)

= |y(t) ==%9 (acos@+bsing)

Partie II : corrigé

| Q11. Etablir le graphe d’analyse des actions mécaniques.
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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique

Pivot gliss\aﬂt (BC ) \: \PiVOt (G’ 20\)‘

L

- . Pesanteur
Q12. Ecrire l’'expression du torseur d’action mécanique de la pesanteur sur le parc

échelle (5) au point G : {t(Pesanteur — 5}

0 0
{t(Pesanteur - 5)} = {—mg 0}
0 0

(G'fO'ijO)

Q13. Ecrire la forme des torseurs des actions mécaniques transmissibles dans les

liaisons au point C dans l’espace et dans le plan (¥;,y;) :{t(4 - 5}¢; {t(3 = 4}¢

L Torseurs des actions mécaniques Torseurs des actions mécaniques
Liaisons .. B . T
transmissibles dans l'espace transmissibles dans le plan (%;,y;)

Xas  Las Xos —

Lss {t(4->5)}={Vas Mys {t(4->5)}={Y4s -
Zss 0 ) cz,5,50 = 0z,
X3y L3g X34 —

Las {ftB3-4)}=40 0 {t3-4)}=4{0 -
Z3s N3y (C,%3,¥3,Z0) — Ni (C.%3,Y3,20)

Q14. Montrer que la résultante de l’action mécanique du cylindre (4) du vérin sur

Uéchelle (5) peut se mettre sous la forme :R(4 —5)=R,; V, -

On applique le théoréme du moment statique au point B sur le vérin (3+4) :

Me(5—>4)+ Mc(0>3) =0 = Mc(5—4) +BCAR(5—4)=0
=0 : pivot dans le plan =0 : pivot dans le plan

= la résultante R (5 —> 4) est portée par la droite (BC) = (C,y;).

—

Donc §(5%4)=R54y3 = R4 —5)=R,5¥3

Q1S5. En appliquant le théoreme de la résultante statique au cylindre (4) en projection

sur y,, exprimer Ras en fonction de F.
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Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique

Théoréme de la résultante statique au cylindre (4) en projection sur vy, :

R(5—>4)9,+ R(3—4)y, +R(Huile—4)y,=0
= 0 : pivot glissant d'axe y;
R,+F =0 = Rs,=-F,
= R45: R

\"

Q16. En isolant ’ensemble (E) = { 5,6}, et en appliquant le théoréeme de votre choix,

déterminer Ueffort Fy du vérin.

Théoréeme du moment statique appliqué au point A sur ’ensemble (E) = {5,6} :

Ma (4 —5)+Ma (0 —>5)+ Ma (pesanteur — 5)+Ma (pesanteur — 6)=0

Vo

=0 : pivot
Ma (4 —5)=Mc(4—>5)+ACAR(4—>5)=CX; AR, =CR,;C0s(0 - 5).Z,
Ma (pesanteur — 5) = Mc (§ — 5)+AG A—mg Y, :K%—d]is +%y5}\—mg Y,
G

= Ma (Pesanteur —5)=-mg H% = djcos@—%sin 9} Z,

Ma (pesanteur — 6) = Mg, (§ — 6)+AG, A-Mg y, = [H.)”(5 + XX +M}/\—Mg Y,

(=]}

|

= Ma (pesanteur — 6)=—-Mg [H.cos 0 + X, ] Z,

On peut écrire :

CR,cos(6-B).Z, —mg{(%—djcosé’—gsin 9}2’0 ~Mg[H.cos0+x,]Z,=0

Ona: R,=F, , larelation (3):cé.cos(6-p) =y(t) , Y(t) ==%é.(acos€+bsin ) et
1 6 (b-ccos) +(csing+a)
— — i = = =
y(®) =(b=ccos8) + (csinf +a)? c.cos(@-p) y(t) c(acosd+Dbsing)
Donc :

) \/(b—ccose)z +(csin9+a)2
~ c(acosf+bsing)

[mg K%—djcos@—gsin (9:|+ Mg [H.cos@+x6]j

CPGE / MP - PST - Page: 10/12 - Prof : A.ELFARH



Sciences industrielles TD/ Cinématique - Statique

Q17. Déterminer le couple moteur Cn. Expliquez la démarche (I'isolement et le théoreme

appliqué).

Théoréme du moment statique appliqué au point D sur (6):

Mo (Moteur — 6)+ Mo (5 — 6)+ Mo (pesanteur — 6) =0

=Cnp =0 : pivot = DG, A-Mgy,

m

= CpZo+(X% + Ye¥o JA-Mg¥, =0 = C,Z-MgxsZ,=0=  Cp=Mgxg
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CINETIQUE

Classe: ........ Prof. : Quikassi

1. Masse d’un systéme matériel \

1.1. Définition
La masse mp d'un systéme matériel D est définie par la relation : mp = f p(M).dv
MEeD

v' M point courant du systéme matériel D ;
-3
v p(M) désigne la masse volumique au voisinage du point M (Kg.m ) ;

3
v' dv : le volume élémentaire autour du point M (m ) ;
v mp enKg.
1.2.Remarque

Si on assimile D a une surface ou une ligne, on raisonne de la méme maniere en utilisant la masse surfacique ou linéique.

1.3.Rappels utiles

= Expression de I'élément de masse dm :

¥ Solide volumique : dm = p.dv p : masse volumique (Kg.m™?)
¥ Solide surfacique : dm = o.ds o : masse surfacique (Kg.m™2)
¥ Solide filaire (linéique): dm = A.dl 1 : masse linéique (Kg.m™!)

=  Expression de I'élément de volume dv :

¥ Coordonnées cartésiennes (x, vy, z) : dv = dx.dy.dz
¥ Coordonnées cylindriques (r, 8, z) : dv =r.dr.df.dz
¥ Coordonnées sphériques (r, 8, @) : dv =r2. sing.dr.dfl.de

1.4.Principe de la conservation de masse

1-4.a. Enoncé

Un systéme matériel D est & masse conservative si toute partie d de D est a masse constante au cours du temps.

1-4.b. Conségquences
e Soit f une fonction scalaire définie relativement a la mesure de masse dm. On a le résultat suivant :

d fom).dm | = [Leom. a
an().m—Dfa[()]-m

e Cette relation reste vraie dans le cas d’une fonction vectorielle.

2. Centre de gravité (Centre d’inertie) \

2-1. Définition D

Le centre de gravité du systeme matériel D est le point G tel que :

fﬁﬁdm=6
MeD

=



2-2. Remargue
Soit A point quelconque :
AM.dm = mD.TG

MeD

2-3. Application :

Déterminer le centre de gravité d’une portion de disque creux d’angle /2, homogéne de rayon intérieur r et extérieur R et

de masse m.

ssultat: 0G = —B=™ 2 4 5
Résultat: 0G = T (R 7D) x+y)

2-4. Propriétés
Si le systéme matériel D posséde un élément de symétrie matérielle alors G appartient a cet élément.

n
- siD =|Js,
1
avec : Sjsolide de masse m; et de centre de gravité Gi;
G : centre de gravité de D ;

A : point quelconque ;

n —_—

> m; AG;
Alors : AG =1L Relation du barycentre

n
>m
1

2-5. Application :

Le solide (S) est formé de deux plaques planes homogénes (S1) et (S2) de méme matériau et d’épaisseur négligeable.

-

Déterminer la position de son centre de gravité.

, - 1 2 = 2 =
Résultat : 0G = TS (b*x+c*z)

2-6. Vitesse et accélération du centre de gravité

Soit D systéme matériel de centre de gravité G, et O origine d'un repére R. On a :
et myp. Tg/ry = JycpToaymy - dm

my. Vig/py = fMGDV(M/R) .dm

e Démonstration :
[ oM.am| = 4156] = fd oM | d
dm | e mp.[06] = | [0M] dm

MeD

oG= [ ow.d o Lm0 =3
mp.0G = .dm dtmD' R =gt
MeD MeD R

N/



d'ou: mp. V(G/R) = f V(M, D/R).dm
MeD

Etonaaussi: mp. [ig/r) = fM cplm, p/Rr)-dm

e Remarque :

n —_—
ZmiV(Gi/R) Zmir(ei/R)
1000 L

et [Gir)y=-2

n n
>m 2.m
1 1

n —
Si D =USi ,alors:  Verr) =
1

2-7. Théorémes de GULDIN

Premier théoréme

e Enoncé
L’aire de la surface engendrée par la rotation d’'une courbe plane et homogéne, autour d’'un axe de son plan ne la traversant
pas, est le produit de la longueur de la courbe par le périmétre du cercle décrit par son centre de gravité.

e |llustration

|

I \

| \
|

i

S=2mrg¥f Avec:S estlaire de la surface, et ¢ longueur de C

e Application :
Déterminer le centre de gravité d'un fil demi-circulaire homogéne, de rayon R, et de masse m.

v

=

A 2R >
Résultat: 0G = y

T

Deuxiéme théoréme

e Enoncé
Le volume engendré par la rotation d’une surface plane et homogéne, autour d’un axe de son

plan ne la traversant pas, est le produit de I'aire de la surface par le périmétre du cercle décrit

parsoncentrede gravité: V=2m1r; S

e Application :
Déterminer le centre de gravité d’'un demi-disque homogene, de rayon R et de masse m.




y

0

— 4R
Résultat: 0G = — y
31

3. Opérateur d’inertie d’'un solide S en un point Q

3-1. Définition

L'opérateur d’inertie du solide S au point Q quelconque, appliqué au vecteur u a pour expression :
Jao s @)= f QM A (W A QM) .dm
Mes

« Remarque :

Cet opérateur est linéaire et symétrique ; il est alors représentable par une matrice 3x3 symétrique, notée 7(0, s) telle que:

—

Ja s w =T sU

Cette matrice est appelée : Matrice d’inertie du solide S au point Q.

3-2. Expressions des éléments de la matrice d’inertie

i —_ - E
Dans la base orthonormée directe (i, ] ,K ) onpose: QM =xT+yj+zk A
On a alors : z I\
] J(¥*+ z%).dm  —[.xy.dm — [sxz.dm o I i )
Ig s=| —Jgxy.dm  [(x*+ z*).dm — [iyz.dm /__:,_.Y_>]
— _ 2 2 Xl
Jyxz .dm Jyyz.dm  [(x*+ y?).dm —_ “’/.

« Démonstration :

Dans une base orthonormée directe (i’,j’, k ), la matrice d’inertie du solide S au point Q a pour expression :

B E E N
I(Q, s) = [I [ |
H EH =N @ J E)

- - -

Ja s Jesih  Jes®)
Ja s i):f QM A (' A W).dm=j [ QM?.T — (QM AT).QM ].dm
MEeS MeS
Onpose: QM =xT+yj+zk

[(2+y2+2D)7T —x.(x?+yf+zﬁ)].dm

Donc: f(Q. s, 7) =fMeS[(x2 +y2 +22)? —X._QTW) ].dm:fMES

j(Q' 5 1= [fMes(y2+Zz) dm] v- [fMESxy.dm] ) - [fMEsz.dm] K

N
B/



Jyes P +2z)dm m =

On déduit alors que : 7(0, s) = fM csXy.dm LI

xz.dm [} I(a %)

fMES 7

fMesWA(TA Q—M)-dm: fMeS[ Q_sz —(WAf)W ].dm

f [(x2+y2+2D)] —y.(x?+yf+zE)].dm
Mes

[fMESxy.dm]?+ [fMES(x2+zz)dm]7 — [fMESyz.dm]F

Et: s i)~ [fMEsz.dm] 1 — [fMESyz.dm]] + [fMES(x2 +y2) dm] k
On obtient finalement :
24 ,2
J»*+ 2).dm - [ xy.dm — [¢xz .dm
Ig 5= | —fsxy.dm  [(x*+ z°).dm - [ yz.dm
24 a2
| — [sxz.dm —f[yz.dm  [(x*+y )'de(i i E)
B A -F —-E
Cette matrice est habituellement notée : Ig ss=|-F B -D
—-E -D c @ J k)

o Définitions :

+ A B et C sontles moments d’inertie de S autour des axes (Q,7 ), (Q,7 ) et (Q, k ) respectivement (en Kg.m?) ;

+ D, E et F sont les produits d’inertie (en Kg.m?).
e Application:
Soit une tige rectiligne (T) de longueur L, de dimensions transversales négligeables, homogéne, de masse m et de centre

d’inertie G. R(G, I,? , Z) est un repere orthonormé direct, dont I'axe (G, Y) est confondu avec I'axe de la tige (T).

Déterminer la matrice d’'inertie de (T) au point G et relativement a la base (X ,Y ,Z ).

A

ES

x
A 0 O ,
, = mL
Resultat: [y = [0 0 0 avec: A = o
0 0 A Xy7)

3-3. Base principale d’inertie et Moments principaux d’inertie

La matrice d’inertie est symétrique, elle est alors diagonalisable.

C'est-a-dire qu'il existe une base orthonormée directe (X p1YpiZ p) telle que :

) A4p 0 0
Io =0 Bp 0
0 0 Crly 5 %)

+ Ap, Bp et Cp sont appelés : moments principaux d’inertie ;

+ Les axes (Q,z) (Q,yj;) et (Q,a) sont appelés : axes principaux d'inertie.

+ Labase (K,Tp,a) est appelée : base principale d’inertie.

()
o/



3-4. Effet de la symétrie matérielle d’un solide sur la forme de sa matrice d’inertie

1¢" cas : S possede un plan de symétrie matérielle

(Q,r,jT) plan de symétrie matérielle de S.

On alors :
_ A —-F 0
Ig, s=|-F B 0
0 0 C Q@ 7 E)

o Démonstration :
Le plan (Q, 7, J) est plan de symétrie matérielle du solide S. On peut écrire: S = S, U S; ,avec S = §;

Xs

Vs
Zs

K"

i|Vi

Zj

@ik Tisle ik

m D= [jyz.dm= [y zg.dm + [ y; zi.dm = [ ys zg.dm — [( ys z;.dm =0

mE = sz.dsz
s

A —-F 0
-F B 0
0 0 C i J k)

Donc: [ s =

« Conclusion : si S posséde un plan de symétrie matérielle alors I'axe L a ce plan est axe principal

d’inertie.

« Remarque : Si S posséde deux plans de symétrie matérielle perpendiculaires, alors sa matrice

d’inertie est diagonale.

e Application :
Soit un disque (D) du plan (G,X,¥ ) de centre d’inertie G, de rayon R, d’épaisseur négligeable devant son rayon et de masse m.
Déterminer la matrice d’inertie de (D) au point G et relativement a la base (X,,Z).



_ ¢/2 0 0 o2
Resultat : [(gp) = [ 0 C/2 0] avec: C = mz
&yZ)

2éme cas : S est une plaque plane

On alors :
_ A -F 0 LK)
I(Q’ S) == —F B 0
0 0 A+B

« Démonstration :

Le solide S est contenu dans le plan (Q, T, J), donc:

m A= [[(y*+ 2?).dm = [(y*.dm m B=[(x*+2%).dm= [ x*dm

n A+B=f(x2+ y3).dm=C
s

mE= [(xz.dn=0 m D= [;yz.dm0
_ A -F 0
Donc: I s5= |-F B 0
0 0 A+B

@7 k)
« Conclusion : si S est une plaque plane alors I'axe 1 & son plan est axe principal d’inertie, et le

moment d’inertie par rapport a cet axe est la somme des deux autres moments d’inertie.

3éme cas : S possede un axe de révolution

_ A 0 0
Onaalors: I 5= 1|0 A 0
0 0 C (-—, k)
o Démonstration :
- - _ A 0 O
Lesplans (Q, 7, k) et (Q, i,k ) sont plans de symétrie matérielle du solide S, Donc: Iy sy= |0 B 0
0O 0 C (A2
_ A 0 O
Les axes (Q, 7) et (Q, j) jouent le méme réle pourS,Donc: Iy 5= |0 A 0
0 0 C (A
_ A 0 O
Tous les axes passant par Q jouent le méme réle pour S, Donc: I 5= |0 A 0
0 0 C

- - K)

(D
Y%



3-5. Application :
Soit un cylindre creux (C), de rayon extérieur R et de rayon intérieur r, de hauteur h, homogéne et de masse m, de centre
d’inertie G, et d’axe de révolution matérielle (G, Z ).

Déterminer la matrice d’inertie de (C) au point G et relativement a la base (Y,?,Z).
Z

)
GL
_/
— A O 0 2 2 2 2 2
Résultat:T(G,C): 0 A 0 aveC:A:m(R:r %);C:mR;T
0 0 Clgyz)

3-6. Matrice d’inertie des solides usuels :

Voir Annexe 2

3-7. Matrice d’inertie d’un ensemble de solides

n
soit D =S, onaalors: Trg, py) = 1T(g, s,
1

A
3-8. Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe
On considére un solide S et Q point quelconque : S
A est une droite passant par Q et de directeur d .
Le moment d’inertie de S par rapporta A est:
Jsm = 8.Ig, 5. 8
P

o Démonstration :

Q

/ A

]S/A= fmz .dm
M €S

Ona: MHZ = QM2-QHZ = QM2- (QM.4&) = QM2. & — (QM.$§)

= 5. [QM26- (QM. §)gM | = §. [eM A G aQM)] | 4
On injecte cette expression dans la relation précédente : Va

.

Js= fﬁz.dm= jﬁ. [QM A (5 A QM )].dm=34. f [QM A (5 A QM )].dm
M €S M €S M eS

Jsim =6 . J s @)
D’oUI'ontire:]s/A=5. [ T(Q, 5).5]

3-9. Théoreme de HUYGENS

S : solide de centre de gravité G.

Q : point quelconque.

N

\\m )



Le théoréme de HUYGENS s’écrit : 7(Q, s) = 7(6_ s) T 7(0‘ M, G

Matrice d’inertie, au point Q, de
la masse de S localisée en G

« Démonstration :

Pour un vecteurfquelconque : f(Q, s, 1) = fMESQ—M A (7/\ QT/i) .dm

Avec: QM = QG + GM ,onaura: Jo s i) = fMes(aﬁ+5ﬂ7)A(§/\Q—M).dm

Jio s m) = Q—G’A(JAQ—M’).dMI GM A (WA QM ).dm
MEeS MEeS

Jo, s @)= Q_G)A(;AQ—M)).dm+f GMA(W A QG).dm +f GMA (WA GM).dm
MES MES

MEeES
" f,esQGA (WA QM) .dm = Q_G’/\(U/\ s @M. dm ):m@’/\

(7/\ W) = f(Q,{G. my, @)

JiyesGM A (U A QG).dm= ([, GM.dm)A(UAQGC) =0

fMesm/\(;/\ m).dm: ]_)(G, S, 1—1)

Donc: Jeo, s @)= Jw, s @)t Jo, 6, my, o)

Soit alors : Iq s u = 7((;,5)- U+ 7(Q, {6, m}):

&l

On en déduit finalement que : T(Q's) = 7(0,5) + T(Q, G, m)

« Remarque :

Soit QG= XG;(+YG9 +ZGE , alors :

@( Yol + Zg® XY —XeZg
Ig m,, 6 = Ms| —Xe¥¢ Xe*+ Z¢°  —YeZg
- 4 —X¢Zg —YeZg

X2+ Y2
e Application :

Soit un vilebrequin (V) modélisé par trois cylindres C; , chacun centre de gravité Gi, de masse m; et d’axe de révolution
matérielle (Gi, Z ).

Ondonne :G,G, =a,Xx+¢c,z et GG, =a,X +C,Z

Déterminer la matrice d’inertie de (V) au point Gz et relativement a la base (; , ? , Z).
. .

Résultat : T(Gl‘v) =

A 0 -E
0 B O
®y7Z)

-E 0 C

avec: A=Y3A4;+ Yim;.c?; B=Y3A,+ Yom;.(al+ ¢2);C=%3Ci+ Y3m;.a? et E=Y3m;.q;.c

Ai et Ci sont les éléments de la matrice d’inertie du cylindre ¢; au point Gi et relativement a la base (X ,Y ,Z ).

\©/



4. Torseur cinétique

4-1. Définition

Le torseur cinétique du systeme matériel D, dans son mouvement par rapport a un repére R, en un point Q quelconque est :

MeD

MeD Q

I—ic(D/R)
{Com}= {~ -
Tow/R))

. Sa résultante est appelée : résultante Cinétique de D dans son mouvement par rapport & R (ou quantité de

mouvement) (en Kg.m.S?) ;

« Son moment est appelé : moment cinétique au point Q de D dans son mouvement par rapport a R (en Kg.m2.S%).

4-2. Expressions pratigues

« Résultante cinétigue :

Pour un systéme matériel D : ﬁc (D/R) = Mp. V(G/R)

Démonstration :

Nous avons déja montré que : f V’(M, bRy -dm = mp . V’(G/R)
MeD

Donc : Rc /R =f Vim, p/ry-dm =mp. Vg )
MeD

« Moment cinétique :

Pour un solide S : Go(s/R) = 7(@,5) - Rs/pytm. QG A Vg s/

Démonstration :

Ona: Gq(s/R) = QM A Vim, s/r) dm
MeS
Pour le point Q lié au solide S, on peut écrire : I_/)(M' S/R) = I7(Q, s/R)+ MQ A ﬁ(S/R)
Donc: 0o (s/R) = QM A (Viq, s/r)+ MQ AL(s/ry ) dm
MeS

MeS MeS

Go(s/p) = f

(Q—]Vi/\ I_/)(Q' S/R))dm + Q—]Vi A(ﬁ(S/R)AW)dm
MeS

MeS

Go(s/R) = UM SQM dm>/\ Ve, s/my + Jo, s, Gy
€

Goes/m=mQGA Vg, s/m) + lig.s- Disymy
D'Ofl ilVient: O_ZQ (S/R) = I=(Q,S) . ‘Q(S/R) +m. QG A V(Q' S/R)

Cas particuliers :
Voir Annexe 3

4-3. Torseur cinétique d’un ensemble de solides

soit D = JS,; : {€w/m}= X1 {Csi/m)
1

(=
=Yy



—

«  Résultante cinétique : R p/g) = Y'R, (Si/R) = 21Mm;. V(Gi /R)

5. Torseur dynamique |

5-1. Définition
Le torseur dynamique du systéeme matériel D, dans son mouvement par rapport a un repére R, en un point Q quelconque est :

MeD

I_id(D/R)
{Dw/m}= {3 = R
Q(D/R) Q QM A\ F(M/R) .dm

MeD Q

Sa résultante est appelée : résultante dynamique de D dans son mouvement par rapport a R (en Kg.m.S3);

Son moment est appelé : moment dynamique au point Q de D dans son mouvement par rapport a R (en Kg.m2.S2),

5-2. Expressions pratigues

« Résultante dynamigue

Pour un systéme matériel D : ﬁd (D/R) = Mp. F(G/R)
Démonstration :
Nous avons déja montré que : f f(M' p/R)-dm = my. f(wR)
MeD
Donc: ﬁd (D/R) =f f(M, p/R)-dm =mp. F(G/R)
MeD

« Moment dynamique

- d—> Pl fd
Pour un systéme matériel D: 8¢ (p/p) = [%}R + mp Vi, N Vig/p

Démonstration :

Ona: [d‘?Q(D/R)] _ d(Jyep QM A Viu, p/rydm) :j d(QM A Var,p/)) im
at | dt R “MeD dat .
_f ( [dQ_M
MeD dt

do .

Q/R) | _ = 7 7 [

[ dt ] _fM D([V(M.D/R>— Vsl A Vau, p/my+ QM A Ty pyry) dm
R €

- _— dIZM,D/R)
AV(M,D/R)+QMA [T ) dm
R R

do —

. Q (D/R) 7 V [

Donc : [ I ] =f (=Vig/my ANV, p/ry+ QM ATy pygy) dm
R MeD

MeD MeD

==Vi/r) A fM N Vim, o/ry dm + 8qo/ry = —mp Vig/ry A Vie/r) + S o/p)
€

D’ou il vient :

2 [d G0 /R)

So/m) = | " ¢; ] + mp-Vig/m A Vie/m)
R

=
=



Cas particuliers :

Voir Annexe 3

5-3. Torseur dynamique d’un ensemble de solides

Soit D = USi : {D(D /R)} =21 {D(Si /R)}
1

o Résultante dynamigue : Rd (D/R) = 2111 Rd (Si/R) = 2111 m,;. F(Gi /R)

d 3 si/R)

- Moment dynamique : 8¢ (p/r) = 21 8¢ (si /r) = 2i( [ i

5-4. Application

(Adapté du CMP)

Lappareil étudié est congu pour contrdler les états des surfaces des piéces.

Son schéma est donné ci-contre, et on y distingue :
¥ Une unité de Translation animée par le moteur UT;

¥ Une unité de Rotation animée par le moteur UR.
Le schéma cinematique de I'appareil et les figures planes des rotations sont fournies.

Données :

= Solide 0 : repére lié Ry (0, E,Elz}. ) galiléen ;

Solide 1 : repére lieé Ry (D ,XTL }71 , E{ ), de centre d’inertie Gy situé sur (EI ,fg. )

J1 est son moment d'inertie autour de (D , Xo, ] ;

Solide 2 : repére lié Ry (P.%.?&,Z_};), de masse mg et 0P = xf{;; GaP =1L XT;

Solide 3 : repére lié Ry [:P.E,E,Z), de masse mgz et PG; = ?"X_.g. ‘TI:GE. 3= I

]R +m V/mA Ve n )

o / >

Migteur LIT

‘A%&@—?—G f.:w’w

U Wotay,
\ %
=k

Linité de Translafion (UT) Unibé da Rotation (UR)

A
—F
—E

P
= E X"
z, o X3 o
[ : — r s =
T
5 W ! £
v Neh e NE 3
- ] -]
Xo Yo
—F —E
B -D
—D C Ry

Déterminons le moment cinétique au point P de 3, dans son mouvement par rapport a 0.

Déterminer le torseur cinétique au point P de 2, dans son mouvement par rapport a 0.

Déterminons le torseur dynamique au point P de 2 dans son mouvement par rapport a 0.

Résultat:ﬁp(g/Ro)z —Q(FX_3)+DZ_3))+[m3.r( —xsinf + ré)—i—Bé]%

{Ca/ra)} = {mzf 0} i {Da/m) = {mz N O}
0 P P

6. Energie cinétique : \

6-1. Définition

—

0

L’énergie cinétique d’'un systéme matériel D dans son mouvement par rapport au repére R est :

1 —
— 2
T/ _Ef Vi) -dm
MeD

6-2. Expression pratigue

Pour un solide S : Ts/r) = % {v(S/R)} ® {C(S/R)}

N
N/



Démonstration :

— 1 — —
f Véu, p/r)y-dm =3 f Vi, s/ry-Vou, s/ry) dm

— M€ S [—— — ME€S
Vim, s/ry = Vg, syry + MQ A Qqs/r)

Ona: 1
_ Ts/my= 3
On sait que :

1 — — —_— —
donc: T(s /Ry ZE f Vim, s/r)- [V(Q, s/p) T MQ A Q(S/R)]dm
MEeS
1 — — - — —
Ts/py =5 f Vau, s/ry- Vi, s/r) + Vi, syry- (MQ A Qqsyry) [ dm
MEe S
Ce qui se traduit par: L
Ts/ry=5 |m Ve, s/r)- Via, syry + Qcsymy - f Vau, syry A MQ dm
Me S

1 - - — N
Ts/r) =75 [m Vi, s/ry- Via, syry+ Qcsyry - o s/m ]

1
D’ou : Ts/pmy = 2 {V(S/R)} -{C(S/R)}

Cas particuliers :
Voir Annexe 3

6-3. Pour un ensemble de solides

n
. 1
Soit D = JS; : Tw/ry =21 Tsi/py = X1 5 (Visyr) @ {Cisim)
1

6-4. Inertie équivalente

o Intérét
L'intérét d'exprimer une " inertie équivalente " est de quantifier l'inertie " ressentie " par un moteur entrainant une chaine

d'énergie.
« Utilité
L'utilisation d’'une inertie équivalente ou d’'une masse équivalente permet d’étudier la loi de mouvement de 'une des pieces

du mécanisme en tenant compte de l'intégralité de ses pieces.

« Méthode de détermination de l'inertie équivalente

Calculer I'énergie cinétique de I'’ensemble des solides

g

Exprimer les relations cinématiques entre les différents solides

L |

Exprimer I’énergie cinétique de I’ensemble des solides en fonction d’une seule variable cinématique

.

. . . e g . 1 1
Ecrire I'énergie cinétique de I'ensemble des solides sous la forme : 5 Jeq- w? ou > Mg, V?

« Application
Le systéme a étudier est une table de machine permettant de déplacer des charges. Elle est constituée de :

« Bati 0: auquel est lié le repére galiléen R (A, Z,VO,EO). g= _g)T0 :

Arbre moteur 1 : I1 moment d’inertie de 1 par rapport a son axe de rotation et Z: nombre de dents de la roue dentée liée a1 ;

//i;{\\

NSV



e Vis 2: 12 moment d’inertie de 2 par rapport vo

a son axe de rotation, et Z2 nombre de ‘ 3

dents de la roue dentée lige a 2 ; \

o Table et charge 3 : de masse M. La liaison hélicoidale est

de pas p a droite.

Déterminer le moment d’inertie équivalente ramené | —
sur 1, puis sur 2. /
1

Déterminer la masse équivalente ramenée sur 3.

77
. Z p 2 Z; p
Résultat : [gg1 = I + (22)? Iy + My (L) e =1 (2) + L+ My (L

2m\*1 Z,
Mia = (3) (G2t 12|+ g

N

NV



Annexe 1 — Surfaces et volumes usuels

Forme du solide Centre de gravité | Surface latérale Volume
Cylindre 5
A
~ h: hauteur
C R: Ra
: Rayon
21Rh TR?h
OG =h/2
Cbne Az
N h: hauteur
R: Rayon de la base 5
TTRa TTR*h/3
OG =h/4
R: Rayon 2 3
G: centre de la sphére AR 4TR*/3
Sphére
Dique
R: Rayon 2
- G: centre du disque TR
Cercle
R: Rayon Longueur
G: centre du cercle 21TR

&)

o/



Annexe 2 - Matrices d’inertie des solides usuels

Cylindre plein
z

Re

Surface cylindrique

Disque plein

®>
by

Disque creux
Az

G
@Ri

&

Ri =0
Cylindre creux
z
Ri = Re
h
G +
h=Ri =0
B 4 0 0
F{(«',x;\hmfﬁ'cr ey =| 0 A 0
0 0 C -
(=.-.2)
2 h —
Ad=—m R R By 0
12
C =m R+ R
2
m : masse ; h=0 et RJ_—Re
G : centre de gravité. ‘
Ri = Re =0
PR a=b=c
Parallélépipede rectangle
c :
e c=0
X
N
_ b +¢? 0 0
1(G, raral. Recr) :]ﬂ 0 a + ¢ 0
0 0 a +b .
I(‘\;).-) b = ¢ = 0
m : masse ; G : centre de gravité

Cerceau circulaire

/1\:

Tige rectiligne

/J\Z

cfe

Cube

.

Surface rectangulaire

a

Az

Tige rectiligne
Az

s/ 4

/N
N2V
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Annexe 3 — Cas particuliers

Liés a la nature du point Q

v" Au centre d’inertie G de S (ou D) :

v En un point Q fixe dans le repére R :

Moment cinétique :

Moment dynamique :

Moment cinétique :

Moment dynamique :

Ges/m = lie,s)- Ls/m

[d o (D/R)]
dt R

8¢ /R

Sois/m = lg,s)- Qs/w)

2 ddq /R
Sowm =[5,

Liés a la nature du mouvement du solide S par rapport a R

v" solide en translation par rapport aR :

v solide en rotation autour d’un axe (A,u), fixe dans le repére R :

Moment cinétique :
Moment dynamique :

Energie cinétique :

Moment cinétique :
Moment dynamique :

Energie cinétique :

Geis/p =0

ol

06 (s/r) =

1 —
Tspy = ;m Vz(v point S/R)

ﬁ). _&A(s/R):]e
ﬁ. 6A(5/R) :]0

1 .
T(S/R) = E]BZ

v" solide en mouvement plan, dans le plan (A,X,y¥), de R :

e Energie cinétique : Ts /p) = %[m V%G‘S/R) +J, 92]

Liés a la nature du solide S

v" Pour un solide §5 assimilé a une masse m ponctuelle en A :

Moment cinétique :
Moment dynamique :

Energie cinétique :

—

Gasy/m) = 0
Sa(sp/m)= 0

_ 1 32
T(spr) = 3 mMViag)

I repére ;

: solide ;

: systeme matériel ;
: centre de gravité ;
I masse.

AR RAN
=S O0Owno

J : moment d’'inertie du solide S
par rapport a I'axe (4, %) ;

6 : parametre de rotation du
solide S autour de I'axe(4, i ).

J, : moment d’inertie du solide S
par rapport a I'axe (G, Z) ;

6 : parametre de rotation du
solide S autour de 'axe(4, Z).




